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El0sz6

A digitalis kommunikéacid, adattarolas, -védelem és -feldolgozas tudomanyos ala-
possagu vizsgalata Claude Shannon 1948-as, A kommunikécié matematikai elmé-
lete cim( cikkével vette kezdetét, igy az informacio- és kédelmélet tudomanyaga
alig fél évszazados mdltra tekint vissza. Napjainkban azonban szinte észrevétle-
nil, &m mégis kikerllhetetlendl jelen van az élet és az infokommunikacios ipar
tdmegszolgaltatasainak szamos teriiletén. Lehetdvé teszi a filmek és zenemiivek
korabban elképzelhetetlenil j6 min&ségl és gazdasagos tarolasat DVD-n illetve
CD-n, és az alkotasok tetszdleges szamu lejatszasat mindségromlas nélkil. Ki al-
modott volna a mult szézad derekan arrdl, hogy egy egész estés mozifilm elférhet
egy korongon, akér tébbféle szinkronnal egyitt? Gondolhatunk az utobbi években
rohamosan elterjedt masodik és harmadik generaciés mobiltelefonokra, vagy a ko-
zeljov8ben hasonlo karriert befuto intelligens chipkartyakra. Emlithetnénk ezeken
Kivul szamos més szdmitastechnikai és tavkozlési alkalmazast.

Ahhoz, hogy ezekben az informéaci6tovabbito illetve -tarold berendezésekben
az informaciokezelés egyszerre legyen gazdasagos és biztonsagos, sziikség van
olyan informatikusokra, akik a kiilénb6z6 kodolasi technikakat és algoritmusokat
készségszinten tudjak hasznalni.

Az informatikusok és villamosmérnokok oktatasaban éppen ezért régéta lénye-
ges szerepet kap ez a teriilet. A Budapesti M(iszaki és Gazdasagtudomanyi Egye-
tem Villamosmérndki és Informatikai Karan, a mérnok-informatikus egyetemi sza-
kon a kezdetekt6l a tanterv részei az Informaciéelmélet és a Kodelmélet targyak,
Ot éve pedig az Adatbiztonséag targy is. Ezek a targyak a kétciklusi képzésben az
eredeti célkitlizéssel az MSc szintre kerllnek.

A kétszintli mérndkképzés bevezetésével fel kell késziilnink ezen ismeret-
anyag alapjainak az eddigiekt8l célkitlizésében és mddszertanaban eltérd atada-
sara. A BSc, vagyis az alapképzés j6l hasznalhaté gyakorlati ismeretek elsajati-
tasara épit, mig az MSc, vagyis a mesterképzés feladata az elméleti hattér rész-
letes bemutatasa, amely alapjan a mérndk képes az informaciotechnoldgia tertle-
tén fejlesztési, tervezési illetve kutatdsi problémak megoldasara. A BME mérnok-
informatikus BSc képzésében dnallo alaptargyként jelenik meg a Kédolastechnika,
melyet a hallgatok egy félévben, heti négy éraban tanulnak. Jegyzetiink ehhez a
targyhoz késziilt, de tdrekedtiink arra, hogy az elkészilt m{i mas felsGoktatasi in-
tézmények informatikus alapképzéseibe is konny(szerrel beilleszthet6 legyen. A
jegyzetnek a mérnok-informatikus alapképzésen kiviil joval szélesebb a potencia-
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lis olvasokozonsége. Az egyetemi és féiskolai oktatashan haszonnal forgathatjak
mas mérndkszakos vagy matematikus, alkalmazott matematikus szakos hallgaték
is, de nem szabad megfeledkezniink a végzett mérnokok szakmai dnképzésérol
vagy szervezett tanfolyamok keretében folyatott tovabbképzésérdl sem.

A Kkorlatozott terjedelem és az oktatasra fordithaté korlatos idé miatt nem le-
het célunk a bevezetd matematikai ismeretek ismételt elmondasa, hiszen ezzel
a hallgatok mas alapoz6 targyak keretében ismerkednek meg (a BME mérndk-
informatikus szakan ilyen targy példaul a Bevezetés a szamitaselméletbe vagy a
Valészinliségszamitas). Ugyanakkor csak az elemi linearis algebrai és a bevezet6
val6szinliségszamitasi tudasra épitiink.

Célkitlizésuink, hogy ismertessiik az informéacié atvitelének illetve tarolasanak
alapvetd kddolasi algoritmusait és ezek tulajdonséagait. A széba joévé informacio-
technoldgiai feladatokat négy csoportba szokas sorolni:

o hibajavito kodolas,

e adatbiztonsag,

o adattdmorités és

o veszteséges forraskddolas.

Ehhez igazodnak a kovetkezd fejezetek, amelyekben a legfontosabbb technikak
utan alkalmazasi példakat adunk (pl. CD, GSM, Internet, videotémorités), majd
gyakorlo feladatok és azok megoldasai kdvetkeznek. Végiil a legfontosabb isme-
retek dsszefoglaldsa és irodalomjegyzék zérja a fejezeteket.

Ez a jegyzet a Korszerli Mérndkért Alapitvany , Tankonyv, szakkdnyv, jegy-
zet” projektjének keretében készilt. Ezaton is szeretnénk koszOnetet mondani az
Alapitvany tAmogatasaért.

Budapest, 2006. december 18.

Buttyan Levente
Gyorfi LaszIlo
Gy06ri Sandor
Vajda Istvan
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1. fegjezet

Bevezetés

A kovetkezd fejezetekben a hirkozlési rendszerek miikodését egzakt matematikai
eszkdzokkel fogjuk vizsgalni. Persze sokféle matematikai modellt allithatunk hir-
kozlési feladatokra, de kezdetben az egyik legegyszeriibbet valasztva jol kifejez-
hetjik a probléma lényegét. A hirkozlés alapfeladata az, hogy valamely jelsoro-
zatot (,,informéaciot”) el kell juttatni egyik helyrdl a masikra (vagy tarolni kell). A
tavolsagot (vagy id6t) athidalo hirkozlési eszk6z — a csatorna — azonban csak
meghatarozott tipusu jeleket képes atvinni. Az informaciéforras altal elGallitott
jelfolyamot kodolassal meg kell feleltetni egy, a csatorna altal hasznalt jelekbél
allo jelfolyamnak. A felhasznal6 (vev6, nyel6) a csatorna kimenetén pontosan,
vagy megkozelitdleg visszaallitja, dekddolja az lizenetet. Az 1.1. abran egy ilyen
rendszer blokkdiagrammja lathato.

A kodol6 altalanos esetben harom részb6l all (1.2. abra). Az elsd a forrasko-
dol6 vagy tomérit6, amelynek célja a forras kimenetén jelenlévé felesleges ismét-
I6dések, fliggbségek, vagyis az un. redundancia eltavolitasa. Ez a tomorités akkor
lehetséges, ha vagy az egyes betl(ik nem egyforméan val6szin(iek, vagy az egymas
utan kovetkez6 betlik nem fliggetlenek. Megkovetelhetjiik, hogy a forrasdekddolo
(kitbmorité) pontosan helyreallithassa az adatokat, de megelégedhetiink részleges
helyreéllithatdsaggal is. A forraskodolé tehat a forras lizeneteit gazdasagosan, to-
moren reprezentalja. Ezzel foglalkozik a 4. és 5. fejezet. A kodold masodik része
a titkositd (3. fejezet), amely egyrészt az adatvédelmet garantalja, vagyis azt, hogy
illetéktelenek ne férhessenek hozza az iizenet tartalmahoz, masrészt pedig a hite-
lesitést oldja meg, vagyis annak bizonyitasat, hogy az lizenet val6ban a feladétol
szarmazik. A harmadik rész a csatornakddol6 vagy hibajavitd kddol6 (2. fejezet),
amelynek feladata a tomoritéével éppen ellentétes. Iranyitott médon visz be re-

forras kodold csatorna dekadold nyel6

1.1. abra. Hirkozlési rendszer blokkdiagramja
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o~ . (s hibajavité
— koédolé — = — tomoritd titkosito ,J .
kddolo
f _ N vissza- hibajavito
dekddolo = kitomoritd fejtd dekodolé

1.2. &bra. A kddol6 és a dekddol6 felépitése

dundanciat az adatokba gy, hogy a csatorna atviteli hibai javithaték legyenek.
Ezeknek megfelel6en az 1.2. abran lathat6é dekddol6 is harom részbdl all: csator-
nadekddolé (hibajavité dekddold), visszafejtd és forrasdekddold (kitdmoritd).

A masodik és a harmadik rész feladatanak érzékeltetésére tegyik fel, hogy egy
ugyfél az interneten akar egy banki tranzakciot lebonyolitani. Ekkor nyilvan el-
varja, hogy a megadott adatok pontosan legyenek tovabbitva (hibajavité kodolas),
mas személy ne tudja meg ezeket az adatokat még akkor sem, ha az informacioto-
vabbitas nyilvanos hal6zaton, példaul mobil eszk6zo6n torténik (titkositas), a bank
szamara pedig bizonyitott legyen, hogy valéban 8 kezdeményezte a tranzakciét
(hitelesités, digitalis alairas).

A forraskodol6 és -dekodol6 egyttese foglalja magaba a forraskodot, a csator-
nakodolé és -dekddold egyiittese pedig a csatornakddot. A csatorna a kommuni-
kacios rendszer tervez6je szamara adott, meg nem valtoztathaté tulajdonsagokkal
rendelkez& modell, amely leirja, hogyan zajlik az adatok atvitele vagy tarolasa. A
tervez6 ennek figyelembe vételével azonban szabadon megvalaszthatja a forrasko-
dot és a csatornakddot gy, hogy ez minél jobb adattovabbitast eredményezzen.
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2. felezet
Hibajavito kodolas

A hibakorlatoz6 kédolas célja informéacid hibazé kommunikacios csatornakon tor-
ténd megbizhato atvitele illetve hibazo adattarolokon térténd megbizhato tarolasa.
E célbol az informécidt kisebb egységekre bontjuk, majd redundans informaciéval
bdvitve kddszavakba képezziik, kddoljuk. A redundancia hozzaadasa teszi lehe-
t6vé az informéacio védelmét hibazas esetén. A hibakorlatozé kodolas két f6 tech-
nikaja a hibajelzés illetve a hibajavitas. Hibajelzés esetén a cél annak eldontése,
hogy tortént-e meghibasodas az informéacio tovabbitasa illetve tarolasa soran. Hi-
bajavitas esetén ezen tllmenden a hibak kijavitasa is feladat. Tobb kapcsolatos
kérdés meril fel: hogy toérténjen a kddszavakba képezés, azaz a kddolas, ha célunk
a minél erésebb hibakorlatozé képesség, azon feltétel mellett, hogy a rekonstrukcio
(dekddolas) a szamitasigényét tekintve hatékony maradjon.

Az aldbbiakban a hibakorlatozé kddok konstrukcios és dekddolasi alapelveit
tekintjiik at, a hangsulyt a kapcsolatos fogalmakra és alapvet6 algoritmusokra he-
lyezve.

2.1. Kaodolasi alapfogalmak

A hibajavité kédolas alapvet6 modszereit a 2.1. dbran lathaté egyszer( hirkozlési
struktdra kapcsan vizsgaljuk.

Az u és U’ vektorok koordinatai egy F halmazboél veszik értékeiket, mely hal-
mazt forrasabécének nevezziik. A kodold a k hosszl u vektort (az lizenetet) egy n
hosszl ¢ vektorba (a kddszdba) képezi le. A ¢ koordinatai egy Q halmazbél veszik
értékeiket. A Q-t kdédabécének vagy csatorna bemeneti abécének fogjuk hivni.

nyel6

forrés T kodold c csatorna v dekddold 0

2.1. dbra. Hirkozlési rendszer blokkdiagramja
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A csatorna kimenete v, szintén egy n hossz( vektor, melynek koordinatai szintén
Q-beliek.
Egy
¢ =(C1,...,Cn)

bemeneti és
V= (V,...,Vn)

kimeneti sorozat esetén azt mondjuk, hogy az m-edik id6pontban a csatorna hiba-
zott, ha ¢y # V. Jeldlje d(c,v) azon i poziciok szdmat, ahol ¢; # v;.

d(c,v) neve a c,v sorozatok Hamming-tavolsaga, és azt mondjuk, hogy a ¢
sorozat kiildésekor és a v sorozat vételekor a hibak szamat = d(c,v). Ezt az esetet
nevezzik egyszer( hibazasnak, amikor a hiba helye és értéke egyarant ismeretlen.
d(c,Vv) valoban tavolsag, hiszen

d(c,v) =0,

d(c,v) =d(v,c),

és igaz a haromsz6g-egyenl&tlenség:
d(c,v) <d(c,w)+d(w,v).

Kéd (blokk-kod) alatt a Q" halmaz egy C részhalmazat értjiik, azaz C minden
eleme egy n hosszu vektor, melynek koordinatai Q-beliek. C elemeit kédszavak-
nak nevezzik. A tovabbiakban a C(n,k,d), illetve roviditettebb forméaban C(n,k)
jelolést alkalmazzuk, kiemelve a kod paramétereit. A kdédolas egy invertalhatd
fuggvény, mely k hossz( F-beli sorozatot — iizenetet — képez le egy kddszdba,
formalizélva:

f: Fk —C,

és minden kulénb6z6 u, u’-re f(u), f(u’) is kiilonboz6.

Dekodolas alatt két fiiggvény egymasutanjat értjik. Az egyik a csatorna ki-
menetének n hosszl szegmensét képezi le C-be, azaz igyekszik eltalalni a kildott
kddszot, a masik pedig az f fuggvény inverze, tehat

g:Q" —C, f~1.Cc > Fk

Mivel f egyértelmiien meghatarozza f —*-et, ezért dekodolas alatt a kés6bbiek-
ben csak a g fliggvényt értjuk. A g dekddold fliggvényként az algebrai hibajavitd
kodok elméletében specialis fiiggvényt valasztunk, nevezetesen a v vektorhoz meg-
keresstik azt a ¢’ € C kddszét, mely Hamming-tavolsag szerint hozza a legkdzelebb
van, vagy ha tébb ilyen van, akkor az egyiket, tehat teljestl, hogy ha ¢’ = g(v), ak-
kor

d(c’,v) = mind(c,v).
ceC
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A dekodolas feladata ezek utan arra a messze nem trivialis feladatra szdkil,
hogy egy v vett sz6hoz hogyan keressiik meg a hozza legkdzelebbi ¢’ kddszét anél-
kul, hogy minden d(c,Vv)-t kiszdmitanank. Ha mégis kiszamitjuk ezeket a tavolsa-
gokat, és minden v-hez megkeressiik a hozza legkdzelebbi ¢ kddsz6t, majd a neki
megfeleld Uzenetet, akkor elvben azt eltarolhatjuk, és igy egy tablazathoz jutunk,
melynek cimét v adja, tartalma pedig a v-nek megfeleld dekddolt Uizenet. Ez a tab-
lazatos dekodolasnak a legegyszer(ibb, de legpazarlobb esete, hiszen a tablazat q"
darab Uzenethdl all, ahol g a Q kddabécé elemszama.

2.1. példa (ismétléses kad). Tekintsiik azt a nagyon egyszer(i kédolast, amikor bi-
naris forrdsunk egyes bitjeit tekintjik Uzenetnek, s haromszor megismételve kild-
juk a kommunikéacids csatornaba a kdvetkez8 leképezés szerint:

u C1C2C3
0—-000 c
1-111¢c

A kdd egy hibat képes javitani, mivel 1 hiba esetén a vett sz6 az atkiildott kodszotoél
egy, mig a masik kodszotdl kett6 Hamming-tavolsagra van. A kod egy illetve
kettd hibat képes jelezni, mivel ezen esetekben a vett sz6 nem lehet kddsz6. A
konstrukcio altalanosithatd: legyen az ismétlések szama n, n > 3 péaratlan szam.
Konnyen lathat6, hogy a kod (n—1)/2 hibat képes javitani, valamint n — 1 hibat
jelezni.

2.2. példa (egyszer(i paritaskdod). Tekintsiik azt a feladatot, amikor a forras a ko-
vetkez négy lehetséges lizenetet bocsatja ki, a 00, 01, 10, 11 lizeneteket, amelyek-
hez a kodold a kovetkezd, 3 hosszU kddszavakat rendeli hozza:

uuz C1C2C3

00—-000 C1
01—-011 C2
10-101 C3
11 —-110 Csa

azaz az uiu, bitet kiegészitjlik egy paritasbittel. A kdd egy hibat képes jelezni. A
kod nem képes hibat javitani: pl. ha ¢y kéd tovabbitasakor a masodik bit meg-
hibasodik, akkor a v = (0,1,0) vett sz6 azonos, egy tavolsagra lesz a ¢y €s c;
kodszavakhoz.

2.3. példa. A 2.2 példaban szerepld lzenetekhez rendeljiink 5 hosszl kédszava-

kat:
upUs C1C2C3C4Cs

00—-00000 C1
01—-01101 C2
10—-10110 C3
11-11011 Csa
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Agésaz f~ fliggvényt a kovetkez6 tablazat foglalja dssze:

V1VoV3Vy V5

00
10
01
00
00
00

01
11
00
01
01
01

10
00
11
10
10
10

00
01
10
11

00
01
10
11

000
000
000
100
010

001

10
10
10
00
11
10

e o

R R OR R
R OR R RE R
OO Oooo

oo r ooo
P OR R R R
OR R, R R, R

011
010
001
000

111)
110
101
100

—

! Al Al Al AL
cjChChCyCh

00000

01101

10110

11011

00000

01101

I TU

Uy Up

00

01

10

11

00

01

12

Az elsd 24 kimeneti sz6 dekddolasakor nincs probléma, hiszen minden 6 sz6-
bol allé csoport minden szava olyan, hogy vagy kddszo (az elsd helyen all6), vagy a
kddszé egy bitjének megvaltoztatasaval (egy hibaval) képz6dott. A 25-28. szavak
mindegyike c1-t6l és c4-t6l 2, mig c,-t6l és c3-tél 3 tavolsagra van. Itt dnkényesen
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a dekddolas eredménye cq (jobb érviink nincs, mint az, hogy jobban szeretjik az
almat, mint a cseresznyét). A 29-32. szavak mindegyike c1-t6l és c4-t6l 3, mig
co-161 és c3-tdl 2 tavolsagra van. Itt (szintén dnkényesen) a dekodolas eredménye
Co.

A késBbbiekben kideriil, hogy a kodolo f fiiggvény leglényegesebb tulajdon-
saga a C kdd egy paramétere, amit kodtavolsagnak neveziink, és dmin-nel jeldlink:

dmin = r(;l:élg] d(C,C/).

c,ceC

A 2.1. és a 2.3. példakban dp,i, = 3, mig a 2.2. példaban dmin = 2.

A hibajelzés a hibakorlatozé kodolas azon feladata, amikor a vev6ben csupan
detektalni akarjuk a hibazas tényét, azaz azt kérdezziik, hogy van-e hiba. Nyilvan
egy Vv vett szd esetén akkor tudjuk a hibazast észrevenni, ha v nem kdédszo, amire
garancia, hogy ha c kiildétt kédszo esetén

dmin > d (V, C),
azaz a hibak szamara
dmin > t7

tehat egy dmin kodtavolsagu kod minden, legfeljebb dmin — 1 szdmu hibat jelezni
tud.

Mivel a 2.1. és a 2.3. példakban dmin = 3, ezért ez a kéd 2 hibat tud jelezni, mig
a 2.2. példa kodja dmin = 2 miatt 1-et.

Hibajavitas esetén azt kérdezzilk, hogy hat a hibak szdma, akkor mi biztositja,
hogy a v vett szobdl a c kiildott kddszd egyértelmiien visszaallithaté legyen, azaz
minden mas ¢’ kddszéra

d(v,c’) > d(v,c) (2.1)

legyen. Mivel a Hamming-tavolsag val6ban tavolséag, ezért teljesiti a haromszdg-
egyenl6tlenséget, azaz

d(v,c’) >d(c,c’) —d(v,c), (2.2)
tehat (2.1) Ugy biztosithatd, hogy
d(c,c’) —d(v,c) >d(v,c),
ugyanis, ha ez utdbbi teljesil, akkor (2.1) is teljestl, azaz minden ¢’ # c-re
d(c,c’) > 2d(v,c),

vagyis
dmin

>d(v,c).
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Osszefoglalva: egyszer(i hibazas esetén dL{l hiba javithato.

A 2.1. és a 2.3. példa kddja 1 hibat tud javitani, mig a 2.2. példa kddjanak
hibajavité képessége 0.

Gyakran fordul el6 olyan hibazas, amikor tudjuk, hogy egy poziciéban hiba
lehet, vagyis tudjuk, hogy mas pozicidkban nincs hiba, tehét a hiba helyét ismer-
juk, csak a hiba értékét nem. Az ilyen hibat torléses hibanak nevezziik. Egysze-
rlien belathatd, hogy minden dm, — 1 térléses hiba javithat6, ugyanis a legrosszabb
esetben sem fordulhat el6, hogy két c¢,c’ kddszé ugyanazon, de legfeljebb dpyin — 1
pozicidjanak torlésével ugyanazt a sz6t kapnank.

A 2.1. ésa2.3. példa kddja 2 torléses hibat tud javitani, mig a 2.2. példa kodja
1-et.

Nyilvan adott n kddszéhosszisag és dmin kodtavolsag esetén nem lehet akar-
milyen nagy méret(i kodot konstrualni:

2.1. tétel (Singleton-korlat). Egy M kddszdbdl allé, n hosszu és dpmin kddtavol-
sagu kddra
M S qn—dm,'n-i-l‘

B1zONYIiTAS: Legyen k egy természetes szam, melyre
<M<

Mivel a k — 1 hossz( kiillénboz6 sorozatok szama <1, ezért -1 < M miatt létezik
két kodszo c és ¢/, melyek az els6 k — 1 koordinataban megegyeznek. Ezekre

d(c,c’) <n—k+1,

kovetkezésképpen
Omin <n—Kk+1,

azaz
M S qk S qnfdminﬂ»l. .

Jellegzetes esetben M = g¥, vagyis a kédol6 k hosszu forrasszegmensekhez ren-
del n hosszu vektorokat. Azt mondjuk ilyenkor, hogy a kddunk (n,k) paraméterd.
Ebben az esetben a Singleton-korlat alakja

Omin <n—k+1.

2.1. definicié. Azon kédot, melyre a Singleton-korlatban egyenldség all, maxima-
lis tavolsagu vagy MDS (maximum distance separable) kédnak nevezziik.

A 2.1. példaban k =1, n = 3, dnin = 3, tehat ez a kdd MDS kdd. Ugyanakkor
a2.3. példdban k =2, n =5, dmi, = 3, igy ez a kéd nem MDS.

A 2.1. és a 2.3. példak kaddjai egy hibat képesek javitani. Ehhez a kdvetkez6
szemléletes geometriai képet rendelhetjuk. A kddszavak mint kdzéppontok ko-
ril képzeljunk el 1 Hamming-sugard gémboket, azaz a gémb felliletén olyan —
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kddsz6hossz hosszusagl — binaris szavak talalhatok, amelyeknek a kdzéppontban
levd sz6tdl vald Hamming-tavolsaga 1. Ha egy hiba keletkezik, akkor a vett sz6 a
leadott kodsz6 koriili gombon helyezkedik el. Mas szavakkal ezen gémbok a deko-
doléasi tartomanyok. Tekintsik el&szor a 2.1. példa kédjat. A két gdmb a kdvetkezd
szavakat tartalmazza:

(0,0,0) : (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)

(1,1,1):(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)

A két gomb tartalmazza az 6sszes 3 bit hosszUsagu binaris szot, teljesen kitolti 3
bit hosszUsagu binaris szavak terét. A 2.3. példak kddja esetén a négy 1 Hamming-
sugar( gémb nem télti ki az 5 bit hosszlsagu binaris szavak terét. Ugyanakkor nem
is tudjuk ndvelni 2 Hamming-sugarra a gdmbok méretét anélkiil, hogy azok atlapo-
I6dnanak. Abban az esetben, ha gémbi dekddolasi tartomanyokkal hézagmentesen
képesek vagyunk lefedni a teret perfekt kddokroél beszélink. Ennek megfelel6en
a 2.1. példa kodja perfekt, mig a 2.3. példa kddja nem az. Nagyon egyszer{ 0ssze-
fliggés adodik az 1 hibat javito binaris perfekt kddok paraméterei kozotti 6sszefiig-
gésre. A tér elemeinek szama 2", a kodszavak szama 2X, igy egy gdémb elemeinek
szama ezek hanyadosa, azaz 2" %. Masfeldl, egy 1 Hamming sugard gémbben
1+nelem van, igy adddik, hogy 1 hibéat javitd binaris perfekt kodok esetén

1+n=2"k (2.3)

A kovetkez6 szakaszban mutatunk egy az ismétléses kodnal hatékonyabb perfekt
kodot, a bindris Hamming-kédot. A (2.3) dsszefiiggés kénnyen altalanosithato tet-
sz6leges t > 1 hiba javitas esetére: a képlet bal oldalan a gémb elemeinek szama, a
kdzéppontdl 0,1,2,...,t Hamming-tavolsagra levd szavak szdmanak dsszege, azaz

vy =tint (5) ot (7)

all. A fenti gondolatmenet alapjan adéd6 Hamming-korlat binaris esetben az alabbi
V(n,t) < 2"k

A Hamming-korlat nembinaris esetben a kovetkez8 alakot olti:

i_t; <T> (q—1)' <q"*
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2.2. Linearis kdodok

Binaris linearis kédok

Ebben a szakaszban el&szor binaris kddok egy fontos csoportjaval ismerkediink
meg. A tovabbiakban a kédjainkban szerepl6 kddszavakat alkoté szimbolumok
legyenek 0 vagy 1 értékiiek, az 6sszeadas és a szorzas pedig a binaris dsszeadas €s
a binaris szorzas, azaz a modulo 2 6sszeadas és a modulo 2 szorzas.

Vezessik be a linearis kod fogalmat:

2.2. definicié. Egy bindris C kod linearis, ha a C halmaza linearis tér, azaz ha
mindenc,c’ e C-rec+c’ €C.

A lineéris kod definiciéjabol kdvetkezik, hogy a 0 vektor eleme minden lineéris
kodnak, vagyis minden lineéaris kdd esetén a 0 kodsz6. Egyszeriien belathat6, hogy
a2.3. 65 2.2. példa kddja lineéris.

A linearis kodok jelent8ségét az adja, hogy az egyes izenetekhez tartoz6 kéd-
szavak viszonylag egyszer(en generalhatok, és ugyancsak egyszer mddszer talal-
hatd a vett kddszavak hibamentességének vizsgalatara, vagyis a hibadetektalasra,
és a hibak javitasa sem bonyolult. A kdvetkez6kben e médszereket fogjuk bemu-
tatni.

Jelentsen C tovabbra is egy linearis kédot, a kddszéhossz legyen n. Ekkor C
az n hosszusagu binaris koordinataju vektorok terének egy altere; ,,kddsz6” helyett
gyakran ,,vektor”-t fogunk mondani.

A valds vektortérben megszokott lineéaris fliggetlenség és bazis fogalmak itt is
teljesen hasonléan értelmezhetdk, vagyis

2.3. definicié. Ag1,02,...,0k € C vektorok linedrisan filiggetlenek, ha a; € {0,1}

mellett )

i;aigi =0

csak ugy allhat el6, haaj =0 mindeni=1,2,... k-ra.

2.4. definicid. A g1,02,...,0« € C vektorok a C linedris tér egy bazisat alkotjak,
ha linedrisan fiiggetlenek, tovabba igaz az, hogy minden ¢ € C vektor elballithato

c= iuigi (2.4)

alakban, ahol u; € {0,1} mindeni=1,2,... k-ra.

Az utdbbi definiciéban a bazist alkotd vektorok linearis fliggetlenségébdl ko-
vetkezik, hogy a kédszavak fenti tipust el6allitasa egyértelmdi is, ha ugyanis lé-
tezne két kiilonb6z6 elballitas valamely ¢ € C-re, tehat

k
c= i;Uigi
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és

c= ig)’igia

ahol nem all fenn u; = y; minden i-re, akkor a két egyenletet kivonva egymashol
a nullvektornak egy nem trivialis el6allitasat kapnank a bazisvektorokkal, ami el-
lentmondana azok linedris fiiggetlenségének.

A (2.4) egyenldség felirhatd matrixalakban:

c=uG, (2.5)

ahol u = (ug,uy,...,ux), G pedig abazisvektorokbol mint sorvektorokbol allé mat-
rix. A (2.5) egyenlettel tehat egy k-dimenzios és egy n-dimenzios vektort rendeliink
ossze lineéaris transzforméacidval, mégpedig kolcsondsen egyértelm({ maédon. Azt
fogjuk mondani, hogy az u (izenethez a ¢ kddsz¢ tartozik.

A k-dimenzios u vektorokkal 2-féle izenetet fejezhetiink ki, s ezeket kédoljuk
a C koddal. C elemei azonban n-dimenzids vektorok, és n nem kisebb k-nal, hiszen
k az n-dimenzids vektorok C alterének dimenziészdma. A k = n esetnek nincs most
jelent6sége, ha k kisebb, mint n, akkor viszont vilagos, hogy nem minden vektort
kell felhasznalni kddszonak, vagyis kédunk redundans lesz, s ezt a redundanciat
tudjuk hibajavitasra felhasznalni.

Az lizenetekhez a kddszavakat a G matrix segitségével rendeljik hozz4, vagyis
a G matrix jeloli ki az n-dimenzi6s vektortérnek a kodot jelentd C alterét, a kodot
G ,,generdlja”.

2.5. definicié. A fenti tulajdonsag G matrixot aC kod generatormatrixanak ne-
vezziik.

Vegyiik észre, hogy ha nem torddink azzal, hogy melyik kddszd melyik tize-
nethez tartozik, csak a kddszavak halmazat tekintjik, akkor G nem egyértelmd,
vagyis tobb matrix is generalhatja ugyanazt a C kddszéhalmazt. A kdvetkezd defi-
nicié egy megfeleltetést definial az Gizenetek és a kddszavak kozott.

2.6. definicio. Egy (n,k) paraméter( linedris kod szisztematikus, ha minden kod-
szavara igaz, hogy annak utolsé n —k szimbélumat elhagyva éppen a neki megfe-
lel6 k hosszUsagu lizenetet kapjuk, mas szavakkal a k hosszu lizenetet egészitjiik ki
n — k Kkarakterrel.

A 2.1. szakaszban mar lesz6geztiik, hogy dekddolas alatt csak az esetleges hi-
bak kijavitasat értjik, aminek eredményeképp egy kédszot kapunk. Az lizenet-
vektor visszanyeréséhez még el kell ugyan végezni a kédolas inverz miiveletét, ez
azonban rendszerint trivialis 1épés, szisztematikus kéd esetén példaul csak el kell
hagyni a kodsz6 egy részét (a végét).

Szisztematikus kod esetén a generatormatrix is egyértelmd, mégpedig

G = (Iy,B) (2.6)
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alakd, ahol Iy a k x k méretl egységmatrix, B pedig k x (n — k) méret(i matrix. Az
u lizenethez tartozé c kdédszo szerkezete tehat:

C= (U]_,Uz,.. -5 Uk, Ck+1, Ck4-25 - - 7Cn)-

A c els6 k koordinatajabol allo szegmensét izenetszegmensnek, az utolsé n—k
koordinatajabdl allét paritasszegmensnek nevezziik.

A lineéaris kédok tovabbi tulajdonsagai elvezetnek az igért egyszer(i hibadetek-
talashoz illetve hibajavitashoz.

2.7. definicid. Ha egy n—k sorbdl és n oszlopbdl allé H matrixra
Hc' =0

akkor és csak akkor, hac € C (cT ac transzponéltja), akkor H-t aC kdd paritasel-
len6rzé matrixanak nevezziik. (Réviden paritasmatrixot fogunk mondani.)

H segitségével tehat meg tudjuk allapitani, hogy egy vett sz6 valdban kodszé-e.

2.2. tétel. Ha G és H ugyanazon C linedris kod generdtormatrixa illetve paritas-
matrixa, akkor
HG' =0.

BizoNYiTAs: Jelélje QX a k hosszt binaris sorozatok halmazéat. Ekkor minden
u € QX-hoz létezik ¢ € C, amire ¢ = uG. Ugyanakkor ¢ € C miatt Hc™ = 0, azaz

Hc" = H(UG)" =HG™u™ =0.

Az utolso egyenldség pedig csak Ugy éallhat fonn minden u € Q*-ra, ha HGT =0,
amint allitottuk. [ |

A 2.2. tétel alapjan szisztematikus generatormatrix felhasznalasaval kénnyen
elGallithatjuk a kod egy paritasellen6rzé matrixat. Keressik H-t

H= (A7 |n—k)
alakban. A 2.2. tetel alapjan
HG' = (A, 1h)(I,B) =A+B" =0.

Azaz
A=-BT

kell teljestiljon. (Binaris esetoen —BT =BT))
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2.4. példa. Adjuk meg a 2.3. példa kddjanak szisztematikus generatormatrixat, ha
van, és a paritasmatrixot! Ezt ugy kapjuk meg, ha G elsé sora c3, mig a masodik
co, mivel ekkor az elsd 2 x 2-es részmatrix egységmatrix:

10110
G:<01101>'

A fentiek alapjan a paritdsmatrix:

11100
H=|10010
01001

Ugyanigy kapjuk a 2.2. példa szisztematikus generatormatrixat és paritasmatrixat:

101
G:<011)’

H=(111).

A kovetkez6kben a suly fogalmat definialjuk, majd megmutatjuk, hogy linearis
kodoknal a minimalis suly a kodtavolsaggal egyenld. (Emlékeztetiink, hogy két
kddsz6 tavolsaga azon koordinataik szama, ahol a két kodsz6 kildnbozik.)

2.8. definicié. Egy c vektor sulya a koordinatdi kézétt levé nem nulla elemek
szama, jel6lése w(c).

2.9. definicié. Egy C kéd minimalis sdlyan a
Wmin = minw(c)
ceC
c£0
szamot értjik.

2.3. tétel. HaC linearis kdd, akkor a kodtavolsaga megegyezik a minimalis stlya-
val, azaz

dmin = Wmin-
B1ZONYITAS:
dmin = mind(c,c’) = minw(c —c’) = minw(c”) = Wp;
min c;éc’(’ ) cAC ( ) c”;éo( ) min;

ahol az utolso el6tti egyenl8ség felirasakor a C kad linearitasat hasznaltuk ki, ebb6l
kovetkezik ugyanis, hogy ¢’ = ¢ — ¢’ is kddsz6, tovabba, az is, hogy minden kdd-
sz6 elBall ilyen kilonbség alakjaban. (Utobbi ahhoz sziikséges, hogy a minimum
képzésekor valéban minden ¢” € C-t figyelembe vehessiink.) [ |
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A 2.3. tétel jelent6sége abban all, hogy segitségével a dmin definicio alapjan
torténd kiszamitasahoz sziikséges w miiveletet a whin kKiszamitasahoz szik-
séges |C| — 1 mliveletre redukélhatjuk. (|C|-vel a C elemszamat jeloltik.)

A 2.1.ésa2.3. példak nemzérus kddszavaira tekintve lathat6, hogy a minimalis
stly 3, mig a 2.3. példa esetén a minimalis sly 2.

Szindroma dekddolas
A H matrix hasznosnak bizonyul dekddolas soran.
2.10. definicid. Azs=eHT mennyiséget szindréménak nevezziik.

Legyen az adott kddszé c, a vett sz6 v. Az e = v — ¢ vektort hibavektornak
nevezzilk. Vegylk észre, hogy

Hv =H(c+e)" =Hc" +He' =He",

vagyis Hv' értéke csak a hibavektortdl fiigg, az adott kddsz6tol nem. A szindréma
tehat a hibavektor egy linearis leképezése.

A dekddolas leggyakoribb mddja a szindréma dekodolas. A fentiek alapjan
a dekaddolas a kovetkezéképpen mehet végbe: a vett v szobol Kiszamitjuk az sT =
HvT = He' szindromat, ennek alapjan megbecsiiljiik a hibavektort, s ezt v-bél
levonva megkapjuk a kédszéra vonatkozé becslésiinket.

A szindrdmanak hibamintara torténd leképezési maodjat tablazatba szokas fog-
lalni, az Gn. standard elrendezési tdblazatba.

Valamely e hibaminta altal generalt halmaz (szokasos nevén mellékosztaly) az
e+c, ¢c € C(n,k) vektorok halmaza. Adott mellékosztaly elemeihez azonos szind-
roma tartozik. Az e = 0 zérus hibavektorhoz tartoz6 mellékosztaly a C(n,k) koddal
azonos. Ha egy e hibaminta e = e’ + ¢ alakban irhat6 fel, akkor a két hibaminta (e
és ¢’) azonos mellékosztalyt general. Azonos mellékosztalyba tartoz6 hibamin-
tak koziil valasszuk ki a legkisebb sulydt, s azt mellékosztaly-vezetének nevezzik.
Ennek megfelel6en a standard elrendezési tablazat az alabbi struktaraji:

szindréma mellékosztaly-

vezet6
50) e0) —o c@) c(2-1)
s e c@ 4@ c(2-1) 4 o)
S(2n7k71> e(znfkfl) c(l) + e(znfk*]-) c(zk*]-) + e(znfkfl)

mellékosztaly elemek
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Aw(eltD) >w(e®) e® =0,i=0,1,...,2" k-2 aszokasos sorrend. Kony-
nyen lathat6, hogy a tablazat elemei kiillénbdzdek. Egy soron belil ez nyilvanvald.
Kiilénbozd sorokat tekintve tegyiik fel, hogy e 4 ¢ = e®) 4 c¢(™ ahol i > k.
Mivel ebb6l el) = e® 4 ¢(M —c) = e® 4 ¢ kpvetkezik, ahol ¢V c(M ¢ ¢
C(n,k), ezért el)-nek is az e} mellékosztaly-vezet6ji sorban kell lennie, ami el-
lentétes kiindul&si feltételiinkkel.

Azel =12 .. 2"%_1 mellékosztaly-vezetbket javithatd hibamintak-
nak nevezziik, ugyanis ha a v vett sz6 szindréméja s, akkor a€ = v —e!) kdszéra
dontink. A szindréma dekodolasnak ezt az — els@sorban elvi — madjat tablaza-
tos dekodolasnak nevezzilk. (Megjegyezzik, hogy a fenti dekddolasi modszer
nembinaris 4bécé esetére torténd kiterjesztésekor 2" helyett " all.)

A szindromat hasznal¢ tablazatos dekodold tarja a vizsgélt binaris esetben 2"k
darab hibavektort tartalmaz, és a tablazat elemeit a szindréma segitségével cimez-
zik. Kovetkezésképp a tablazatos madszer gyakorlatban addig hasznalhat6, amig
gyorselérésii tarunk mérete lehet6vé teszi a javithatd hibamintak tarolasat.

2.5. példa. Adjuk meg a javithatd hibamintakat a

00111
H=101010

10011

matrixszal adott kod esetére.
A dekodolasi tablazat a kdvetkezd:
javithato
szindroma hibamintak

000 00000
001 10000
010 01000
011 00110
100 00100
101 00001
110 01100
111 00010

Tehat a standard elrendezés fenti tblazata alapjan tortén6 szindroma dekddolassal
az egyszeres hibak és a 00110, 01100 két hibat tartalmaz6 hibamintak javithatdk.

Ilusztracioként egy klasszikusnak szamitd kodot mutatunk be, mely binaris
Hamming-kad néven ismeretes. Konstrukcidnkat az alabbi tételre alapozzuk:

2.4. tétel. C linedris kod kddtavolsaga legalabb d* akkor és csak akkor, ha a pari-

tasellen6rzd matrixa tetszélegesen valasztott d* — 1 oszlopa lineérisan fiiggetlen.
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A 2.4. tétel alapjan 1 hibat javito binaris kddot kapunk, ha H tetsz6leges két oszlopa
linearisan fuiggtelen, azaz oszlopai kiilonbdz6k. Mivel a kiilénb6z6, nemzérus,
n — k hosszU binaris vektorok szama 2" — 1, ezért ezen vektorokat hasznalva a H
matrix killénb6z6 oszlopaiként, az

n=2"k_1

osszefliggésre jutunk, ami azt is jelenti, hogy a kapott kod perfekt tulajdonsagu.
Ennek alapjan binaris Hamming-kod paraméterei az alabbi szamparok (dmin = 3):

n= 3 k= 1

7 4
15 11
31 26
63 57

127 120

2.6. példa. A (7,4) paraméterli Hamming-kdd paritdsmatrixa

1101100
H=11011010
0111001

A generatormatrixa ebbél kénnyen kiszamithato a mar szerepelt A = —BT 6sz-
szefliggés alapjan:
1000110
0100101
0010011
0001111

2.3. Véges test

Hatékony hibajavité kodok konstrukcidjahoz sziikséges, hogy a nembinaris Q kod-
abécé struktaralt legyen, mely példaul Ggy lehetséges, hogy miveleteket vezetiink
be Q-n.

2.11. definicié. Egy Q halmazt testnek neveziink, ha értelmezve van tetszG6leges
két eleme kozott két miivelet, amelyeket 6sszeaddsnak illetve szorzasnak neve-
ziink, + illetve x szimbdélumokkal jel6ljiik, és Q rendelkezik a kbvetkez§ tulajdon-
sagokkal:

1. Q az Gsszeaddasra nézve kommutativ csoport, azaz

a) Minden a,B € Q esetén a + 3 € Q, tehat Q az dsszeadasra nézve zart.
b) Minden a,B,y € Q esetén a+ (B+Y) = (a+ ) + Y (asszociativitas).
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c¢) Létezik egy 0-val jeldlt eleme Q-nek Ugy, hogy minden a € Q-re 0+
o = a+0=a. 0-t nullelemnek nevezziik.

d) Minden a € Q-hez Iétezik 3 € Q Ugy, hogy a + = 0. B-t az a additiv
inverzének nevezziik és —a-val jeldljik.

e) Minden a,p € Q-re a + B = B+ a (kommutativitas).
2. Q\ {0} a szorzasra nézve kommutativ csoport, azaz

a) Mindena,3 € Q\ {0} eseténa-B € Q\ {0} (zartsdg).
b) Minden a,B,y€ Q\ {0} esetén (a-B)-y=a-(B-y) (asszociativitas).

c) Létezik egy 1-gyel jeldlt eleme Q\ {0}-nak ugy, hogyl-a =a-1=a.
1-et egységelemnek nevezziik.

d) Mindena € Q\ {0} esetén létezik 3 € Q\ {0} dgy, hogya -B=p-a =
1. B-t az a multiplikativ inverzének nevezziik, és a—1-gyel jeléljik.

e) Mindena,p € Q\ {0}-raa-B=B-a (kommutativitas).
3. Mindena,B,ye Q-rea-0=0-a=06sa-(B+y) = (a-B)+(a-y) (diszt-
ributivitas).

Egyszerii konvenciokkal egy Q testben definialhaté a kivonas és az 0sztas a
kévetkez6 médon: o — 3 alatt az a-nak és a 3 additiv inverzének Gsszegét értjlik,
azaz a + (—P)-t. o/p alatt az a-nak és a B multiplikativ inverzének a szorzatét
értjiik, azaz o - B~1-et, amennyiben [ nem 0.

Példak testre:

e Val6s szamok halmaza a valds 6sszeadassal és szorzassal.

e Racionalis szamok halmaza a valds 6sszeadassal és szorzassal.

e Komplex szdmok halmaza a komplex dsszeadassal és szorzassal.

e {0,1} abinaris 0sszeadassal és szorzassal.

Egy g elemszamu Q testet véges testnek neveziink és GF(q)-val jel6ljik.
Miel6tt a véges testek aritmetikajat targyalnank, néhany a tovabbiakban fel-

hasznalt fontos tulajdonsagukat ismertetjlik.
Egy GF(q) esetén g nem lehet barmilyen:

2.5. tétel. Egy GF(q) esetén q = p™ alaku, ahol p primszam, tehat q vagy prim-
szam, vagy primhatvany.

2.1. lemma. Minden 0 +# a € GF(q)-ra

ad =1
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2.2. lemma. Minden 0 # a € GF(q)-ra létezik egy legkisebb m természetes szam,
amit az a elem rendjének neveziink, melyre

ésaza,a?,...,a"™ elemek mind kiilénbéz6k. m osztdja q — 1-nek.

2.12. definicio. Egy a € GF(q)-ta GF(q) primitiv elemének neveziink, ha o rend-
jeq—1.

2.6. tétel. Minden GF(q)-ban létezik primitiv elem.

Aritmetika GF(p)-ben

2.7.tétel. AG={0,1,...,p—1} halmaz a modulo p aritmetikaval egy p prim-
szam esetén véges test, azaz a testmiiveletek

at+b=a+b modp,
a-b=a-b modp,
ahol + illetve - jeldli a valds Gsszeadast illetve szorzast.

2.7. példa. GF(3)
A GF(3) testben a mliveletek modulo 3 dsszeadas és szorzas. A kapcsolatos mive-
leti tablakat lathatjuk alabb:

+012 x*012
0012 0000
1120 1012
2201 2021

2.8. példa. GF(7)

elem (#£0) hatvéanyai rendje

1 1 1

2 2,4,1 3

3 3,2,6,4,5,1 6 (primitiv elem)
4 4,21 3

5 5,4,6,2,3,1 6 (primitiv elem)
6 6,1 2
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A primitiv elem egyrészt igen fontos hatékony kédok konstrukcidjakor, méas-
részt GF(q)-beli szorzasok és osztasok elvégzésekor. Ha a a GF(q) egy primitiv
eleme, akkor bevezethetjiik egy a € GF(q) testelem a alapu logaritmusat az

aloga —a

egyenlet (egyértelm(i) megoldasaval, ahol a = 0. Ha a,b a GF(q) nem 0 elemei,

akkor
a.-b= cxIoga . GIOgb _ cxlogaJrlogb’

tehat egy a alapu logaritmustabla és egy inverzlogaritmus-tabla segitségével a szor-
zas (illetve az osztas) visszavezethet6 valds dsszeadasra (illetve kivonasra).

A kovetkez8kben nagyon hasznosnak bizonyulnak a GF(q) feletti polinomok, igy
tobbek kdzott egy fontos kddcsalad (a ciklikus kddok) leirdsaban, illetve a prim-
hatvany méret(i véges testek aritmetikaja generalasakor fogjuk hasznalni 6ket.

Véges test feletti polinomok

GF(q) feletti vektorok reprezentaldsara, és vektorok kdzotti szorzas kényelmes
bevezetésére egy célszer(i eszkdz a polinomreprezentacio:

2.13. definicié. a(x) =ap+aiXx+...+anx™ GF(q) feletti m-edfoku polinom, ha
a; € GF(q), i=0,...,m, an#0,
x € GF(q).

A polinom m fokszamat dega(x) jel6li. (Az a(x) = 0 polinom fokszama definicio
szerint legyen —oo,)

2.14. definicio. a(x) = b(x), ha a; = b; minden i-re.
Miveletek polinomok kozott:

1. Polinomok 6sszeadasa: c(x) = a(x) + b(x) tagonként térténik GF(q) feletti
miveletekkel: ¢j = aj + bj. Nyilvanvaldan

degc(x) < max{dega(x),degb(x)}.

2. Polinomok szorzasa: c(x) = a(x)b(x) minden tagot minden taggal szorzunk,
majd az azonos fok( tagokat csoportositjuk (az 0sszeadasok és szorzasok

GF(q) felettiek):
min{i,dega(x)}

Ci = J;) aj-bi,j.

degc(x) = dega(x) +degb(x)

Nyilvan
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2.9. példa. Ha GF(2) felett a(x) = 1+x és b(x) = 1+x+x3, akkor a(x) +b(x) = x3
ésa(x)b(x) = 1+x%+x3 x4

2.8. tétel (Euklidészi osztas polinomokra). Adott a(x) és d(x) # 0 esetén egyér-
telmdien létezik olyan q(x), r(x), hogy

a(x) = q(x)d(x) +r(x),
ésdegr(x) < degd(x).

2.15. definicid. r(x)-et az a(x)-nek d(x)-re vonatkozé maradékanak nevezziik. Je-
lélés: r(x) = a(x) mod d(x).

2.16. definicio. d(x) osztja a(x)-et, ha a(x) mod d(x) = 0. Ezt a tovabbiakban
d(x) | a(x) formaban fogjuk jel6lni.

2.17. definicid. b € GF(q) gyoke az a(x) polinomnak, ha a(b) = 0.
2.9. tétel. Hac az a(x) polinom gyéke, akkor az el6éll

a(x) =b(x)(x—c)
alakban.

2.10. tétel. Egy k-adfoku polinomnak legfeljebb k gydke lehet.

Aritmetika GF(p™)-ben

Lényeges kiilonbség van a prim illetve primhatvany méret( testek aritmetikaja
kozott. Prim méret( testben a modulo aritmetika megfelelt. Primhatvany méret
esetén sajnos a modulo aritmetika nem teljesiti a testaxiomakat, példaul egy 4
elem(i halmazban 2-2 mod 4 = 0, tehat két nem O elem szorzata O lenne, ami
sérti a 2. a) axiomat. A GF(p™) feletti aritmetika konstrukci6ja azért alapvet6
fontossagl, mert manapsag a hibajavitd kddokat tdmegesen alkalmazzuk szami-
tastechnikai kornyezetben, ahol a természetes abécé a GF(28), vagyis a bajt.

A GF(p™)-beli elemek legyenek a 0,1,. .., p™ — 1 szdmok, melyeknek m hosz-
szU vektorokat feleltetiink meg, ahol a koordinatak GF(p)-beliek. Ezt megfogal-
mazhatjuk példaul ugy is, hogy a 0,1,...,p™ — 1 szamokat p-s szamrendszerben
irjuk fel. Ezek utan a GF(p™)-beli aritmetikat m hosszl vektorok kozotti mive-
letekkel definialjuk. A két mivelet kozll az 6sszeadas az egyszer(ibb: két vektor
dsszegén a koordinatankénti GF(p)-beli 6sszeget értjiik, vagyis a koordinatankénti
mod p 0sszeget. A szorzas egy kicsit bonyolultabb. A két m hosszl vektort leg-
feljebb (m — 1)-edfoku polinom forméajaban reprezentéljuk, és dsszeszorozzuk. Az
eredmény fokszama meghaladhatja (m — 1)-et, ezért itt egy specidlis polinom sze-
rinti maradékot képeziink. Ezt a specialis polinomot irreducibilis polinomnak ne-
vezzilk, és ez a polinom ugyanolyan szerepet jatszik, mint a primszam a GF(p)-beli
aritmetikéaban.
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2.18. definicio. A GF(p) feletti, nem nulladfoku P(x) polinomot irreducibilis po-
linomnak nevezziik, ha nem bonthato fel két, nala alacsonyabb foku GF(p) feletti
polinom szorzatéra, azaz nincs GF(p) feletti a;(x),az(x) polinom, melyekre

P(x) = a1(x) -az2(x)

és
0 < deg(ai(x)) < deg(P(x)), i=1,2.

Bizonyitas nélkil megjegyezzilk, minden véges testben talalhat6 tetsz6leges
fokszamu irreducibilis polinom. Példat mutatunk viszont arra, hogy hogyan lehet
GF(2) feletti irreducibilis polinomokat generalni. A definiciobol kdvetkezik, hogy
minden els6&fokd polinom (x és x + 1) irreducibilis. Ha talalunk olyan masodfoku
polinomot, mely kilonbozik az X2, az x(x + 1) és az (x + 1) mindegyikétdl, akkor
talaltunk irreducibilis masodfokd polinomot. Egy ilyen van: x2 +x -+ 1. Més test-
ben és nagyobb fokszdm esetén ennél hatékonyabb konstrukcikat érdemes hasz-
nalni, de binaris esetben igy is talalhatok irreducibilis polinomok, amelyeket tab-
lazatban foglalunk 6ssze:

fokszam irreducibilis polinom
2 X2 4+x+1

x3Hx+1

X Ex+1

X+ x24+1

xo+x+1

X' +x34+1

X rxt x4 x2+1

X+ x4+ 1

© oo N Ul W

2.11. tétel. Legyen p egy prim, m egy természetes szam, P(x) egy GF(p) feletti
m-edfokd irreducibilis polinom és Q = {0,1,...,p™ —1}. Egya € Q-nak ésb €
Q-nak kdlcséndsen egyértelmiien feleltessiink meg GF(p) feletti, legfeljebb (m —
1)-edfoku a(x) és b(x) polinomot. a+b definicid szerint az a ¢ € Q, melynek
megfeleld c(x) polinomra

c(x) =a(x) +b(x).

a-bazad e Q, melynek megfelel6 d(x) polinomra
d(x) ={a(x)-b(x)} modP(x).
Ezzel az aritmetikaval Q egy GF(p™).

2.10. példa. Készitsik el a GF(22)-beli aritmetikat! Tudjuk, hogy a P(x) = x? +
X+ 1 egy masodfoku irreducibilis polinom. A kdlcsondsen egyértelmi megfelelte-
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téseket egy tablazatban foglaljuk dssze:

testelemek m = 2 hosszl vektorok polinomok

0 00 0
1 01 1
2 10 X
3 11 X+1

Az Osszeadast egyszer(ien a 2 hosszu vektorok koordinatankénti binaris 6sz-
szegével kapjuk. Nézziink a szorzésra példat! 2-3-at Ggy szamoljuk ki, hogy a
2-nek és a 3-nak megfelelé polinomot dsszeszorozzuk, és vesszik a P(x) szerinti
maradékot:

X(x+1)=1 (modx®+x+1),

amely megfelel az 1 testelemnek. Az dsszeadd és a szorzo tabla ennek megfelel6en
a binaris vektorokra:

+ 00011011 - 00011011
0000011011 00 00 00 00 00
01010011 10 0100011011
10 10 11 00 01 10001011 01
11111001 00 1100110110
majd testelemekre
+0123 0123
00123 00000
11032 10123
22301 20231
33210 30312

2.4. Nembinaris linearis kod

Ebben a szakaszban kodok egy fontos csoportjaval ismerkedlink meg, melyek a 2.2.
szakaszban megismert bindris linearis kddok Kiterjesztései nembinaris esetre.

A tovabbiakban a kddjainkban szerepld kédszavakat alkoté szimb6lumokat ve-
gyuk GF(qg)-bdl, a lehetséges szimbolumok tehata 0,1,2,...,q— 1 szdmoknak fe-
leltetheték meg.

2.19. definicio. Egy C kadd linearis, ha a C halmaz linearis tér GF(q) folétt, azaz
ha minden c,c’ € C-re
c+ceC

illetve B € GF(q) esetén
BceC.
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A 2.2. szakaszhoz hasonl6 médon belathatd, hogy tetszéleges C lineéris kdd-
hoz létezik egy k linearisan fliggetlen sorbdl és n oszlopbdl allé6 G matrix, melyre

c=uG, (2.7)

ahol a k hosszl u Uizenethez a ¢ kddszo tartozik, és a G matrixot a C kod genera-
tormaétrixanak nevezzik.

A binaris esethez hasonléan a C lineris kddhoz egy n—k sorb6l és n oszlopbdl
allé H matrixot paritasmatrixnak neveziink, amennyiben

Hc' =0

akkor és csak akkor teljesiil, ha c € C.
A binéris eset méasolataként kaphatjuk, hogy

2.12. tétel. Minden C linedris kédnak van paritasellen6rz6 matrixa.

Példaként bemutatjuk a nembinaris Hamming-kadot. Ismét 1 hibat javité ko-
dot akarunk konstrualni. A bindris esetben a hiba javitasdhoz elég volt ismerni a
hiba helyét, amihez elégséges volt, ha a H paritdsmatrix minden oszlopa kiilon-
bdz6. Nembinaris esetben nemcsak a hiba helyét, hanem a hiba értékét is meg kell
allapitani, ezért a H matrix oszlopait ugy valasztjuk, hogy azok nem 0-k, mind
kilénboz6k legyenek, és az elsé nem O elem minden oszlopban 1 értékd legyen.
Ekkor, ha egy hiba esetén az az i-edik helyen fordul el és értéke e;j, akkor a szind-
réma s = e;a;, ahol a] aH i-edik oszlopa. Tehat a hiba értéke, e; éppen a szindréma
elsé nem 0 értéke, mig a; = § amibdl az i visszakereshetd.

Ha H tartalmazza az 6sszes lehetséges, a fenti médon megengedett oszlopvek-

tort, akkor )
n—k _
N
g-—1
azaz
1+ n(q - l) = qnikv

masrészt a Hamming-korlat miatt
1+n(g—1) <q"*
tehat
2.13. tétel. A maximalis hosszusagt nembinaris Hamming-kod perfekt kéd.

A nembinaris Hamming-kddok kozil kilénosen érdekes az az eset, amikor a
kod szisztematikus és a paritdsszegmens hossza 2, azaz n —k = 2. Legyen a a
GF(g) egy nem 0 eleme, melynek rendje m > 2. Valasszunk n < (m+ 2)-t és
k = (n—2)-t. EKKor a paritdsmatrix:

q_ (i1l 110
“\laa?.-..a™301 /"
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Ez egy (n,n — 2) paraméterli nembinaris Hamming-kod paritasmatrixa.
A 2.2. tétel alkalmazasaval nyerjik a kod generatormatrixat:
1000---0-1 -1
0100---0-1 —a
G=|0010---0-1 —a?
0000---1—-1—a"3

Mivel ez a kéd 1 hibat tud javitani, ezért dmin > 3, de a Singleton-korlat miatt
dmin <n—k+1=3, ezért

2.14. tétel. Az (n,n— 2) paraméter(i nembindris Hamming-kéd MDS kad.

2.11. példa. Irjuk fel a GF(7) feletti, (8,6) paraméter(i Hamming-kod generator-
matrixat és paritasmatrixat! GF(7)-ben a 3 primitiv elem (lasd a 2.8. példat), tehat

H:<11111110>

13264501
100000-1-1 10000066
010000—-1-3 01000064
G_ 001000-1-2|f_ [00100065
000100-1-6 00010061
000010-1-4 00001063
000001-1-5 00000162

Reed-Solomon-kéd

Ebben a szakaszban a linedris kddok egyik leggyakrabban hasznalt osztalyaval,
a Reed-Solomon-kddokkal, azok kiillénb6z6 konstrukcioival ismerkediink meg.

2.1. konstrukci6. Legyenek ag,0d1,...,an_1 @ GF(q) kiilénb6zé elemei (n < q),
és u = (Up,U1,...,Uux—1) (Ui € GF(q)) a k hosszusagu lizenetszegmens, amelyhez
az

U(X) = Up 4+ UX+ ...+ Ug_1x<?

zenetpolinomot rendeljiik. Ekkor a Reed—Solomon-kédnak az u lizenethez tar-
tozé n hosszti ¢ kddszavat a kbvetkezd maodon allitjuk el6:

Co = u(ap)
CL = U((X]_)
Cy = u(ay)

Cn—1 = U(ap_1).
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Egyszerlien belathatd, hogy a Reed—Solomon-kéd lineéris, és a generatormat-

rixa
1 1 1 -1
Op dp O ---0Op—1
G=
k—1 k-1 k-1 k—1
Op "0 “0p = -+ 0Op_7

2.15. tétel. Az (n,k) paraméter(i Reed—Solomon-kod kodtavolsaga
min=n—-k+1,

vagyis a Reed—Solomon-kéd maximalis tavolsagu.

BIZONYITAS:

w(c) = |{c nem 0 koordinatai }| =
= n—|{c 0 koordinatai }| >
> n—[{u(x) gyokei}| >
>n—(k—-1),

tehat

Wmin > N —K+1.

Ugyanakkor a 2.1. tétel és a 2.3. tétel miatt
n—Kk-+1> dmin = Wmin,
kovetkezésképp az allitast bebizonyitottuk. |
Az (n,k) paraméter(i Reed-Solomon-kod tehat n — k hibat tud jelezni, |2
egyszer( hibat javitani és n —k torléses hibat javitani. Ez utébbi azt is jelenti, hogy

az u ismeretlenre vonatkoz6
uG=c

n darab egyenletb8l barmelyik n — k egyenlet elhagyasaval egy egyértelmiien meg-
oldhat6 egyenletrendszer marad, tehat a G matrix minden k x k-s négyzetes rész-
matrixa invertalhato.

2.2. konstrukcié. Legyen a a GF(q) egy nem 0 eleme, melynek rendje m, m > n
és a 2.1. konstrukciéban legyen ag = 1,01 =q,...,0,_1 = a"~1. Ekkor a genera-

tormatrix:
11 1 1
la o? e
G— 102 o - GZ(n—l)

1 k-1 g2k-1) ... 'a(k—l)(n—l)
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2.5. Ciklikus kodok

2.20. definicio. Egy
¢ = (Co,C1,---,Cn-1)

vektor ciklikus eltoltja az
Sc = (Cn,]_,Co, - ,Cnfz).
S-et a ciklikus eltolas operatordanak nevezziik.

2.21. definici6. A C kddot ciklikusnak nevezziik, ha barmely kédszé ciklikus el-
toltja is kédszo.

2.12. példa. LegyenC a
000
101
110
011
111

vektorok halmaza. Egyszer(ien belathatd, hogy C ciklikus. Megjegyezziik, hogy
a ciklikussaghdl nem kovetkezik a linearitas, példaul a 2. és az 5. kddsz6 dsszege
010, amely nem eleme a kodnak.

A ciklikus eltolas operéatorat kényelmesebben tudjuk kezelni, ha a kédszavakat
mint vektorokat a mar megszokott polinomos formaban reprezentaljuk.

2.22. definicio. Rendeljiink polinomot az egyes kddszavakhoz a kdvetkez6 mo-
don:

¢ = (Co,C1,...,Cn-1) > C(X) =Co+CiX+ - +Co1x" T,
ekkor a c kodszonak megfeleltetett c(x) polinomot kédszopolinomnak vagy révi-
den kddpolinomnak nevezziik. A kédszépolinomok halmazét C(x)-szel jeléljik.

2.3. lemma. Legyen c’(x) a c kédszé Sc eltoltjdhoz rendelt kédszépolinom, ekkor
¢/(x) = [xc(x)] mod (x" —1).

2.16. tétel. Minden (n,k) paraméterd, ciklikus, linearis C kodban a nem azonosan
nulla kédszépolinomok kézott egyértelmdien Iétezik egy miniméalis fokszamu g(x)
polinom, amelynek legmagasabb foku tagja egytitthatoja 1. g(x) fokszama n —K,
és egy ¢ € C akkor és csak akkor, hag(x) | c(x), azaz létezik egy u(x) polinom dgy,

hogy c(x) = g(x)u(x).

2.23. definicio. g(x)-et a kod generatorpolinomjanak nevezziik.
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2.17. tétel. Minden ciklikus, linearis kod g(x) generatorpolinomjara
g(x) [ x" —1.

Masrészrél, ha egy g(x) fépolinomra g(x) | X" — 1, akkor Iétezik egy linearis cikli-
kus kod, melynek g(x) a generétorpolinomja.

A paritadsmatrixnak is van polinomos megfelel&je:

2.24. definicio. Egy g(x) generatorpolinomu lineéris, ciklikus kod esetén a

polinomot paritasellenbrzé polinomnak nevezziik.

2.18. tétel. Egy linedris, ciklikus kodra c(x) akkor és csak akkor kédszopolinom,
ha
c(x)h(x) =0 mod (x" —1)
és
deg(c(x)) <n-—1.

Ciklikus kodok szisztematikus generalasa

A ciklikus kodok el6nyos tulajdonsagai egyrészt a generalasi lehetéségek sok-
féleségében, masrészt egyszer(i dekddolasi eljarasokban jelentkeznek. Egy lineéaris
ciklikus kodot lehet példaul a generatorpolinom és az (izenetpolinom szorzésaval
generalni. Ez a médszer megfogalmazhat6 egy olyan G generatormatrix segitségé-
vel is, amelyhez legegyszer{ibben dgy juthatunk el, ha G sorai a g(x)-nek megfelel
vektor eltoltjai:

909192 - O%hx1 1 0-- 0
09091 On-k—20Onk-11-- 0
G=1]:@ 1 : : Lo S I
000-- go g g 1 0
000-- 0 g 91Okl

kihasznalva, hogy g(x) fépolinom, igy g,k = 1.
Egy masik generalasi mddszer kapcsan azt is megmutatjuk, hogy

2.19. tétel. Minden linearis ciklikus kéd generalhatd szisztematikusan.
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BizONYiTAS: Vegyuk észre, hogy go # 0, mert ha 0 lenne, akkor a g-t balra
eltolva g-nél 1-gyel kisebb fokszamu( kddszopolinomot kapnank, ami lehetetlen.
go # 0 miatt viszont a Gauss-eliminaciot balrdl jobbra végrehajtva szisztematikus
generatormatrixot kapunk. |

A szisztematikus generalas egy praktikus modszere a kdvetkez6:
Legyen u(x) egy legfeljebb (k — 1)-edfokd tizenetpolinom és

¢(x) = u(x)x"™ — [u(x)x" ] mod g(x),

akkor c(x) kodszopolinom, mivel c¢(x) = 0 mod g(x). Ezen generalés szisztema-
tikus: a c(x)-et definial6 egyenl8ség jobb oldalanak els6 tagja adja az Uzenetszeg-
menst, mig a masodik tagja a paritdsszegmenst.

2.13. példa. Tekintsiik a GF(2) feletti g(x) = 14 x4 x° polinomot! Mivel
X —1=(1+X)(L+x+x3)(1+x2+x3),

ezért g(x) osztja (x” — 1)-et, tehat g(x) egy (7,4) paraméterii binaris, linearis, cik-
likus kod generatorpolinomja. Egy generatormatrixahoz jutunk a g(x) eltoltjaival:

0001011
0010110
0101100
1011000

A masodik modszer szerinti szisztematikus generatormatrixhoz Ugy jutunk el, ha
kiszamitjuk az [x3*'] mod (1+x+x3) maradékokat i = 0,1,2, 3-ra, melyek
x> =1+x mod (1+x+x3)

X = X(14+x+x3) = x(1+x) =
=x(1+x) =
=x+x% mod (14x+x3)
XX = X2 (1+x4+x3) =X (1+x) =
=x*(14x) =
=14+x+x% mod (1+x+x%)
X =31 +x+x3) -3 (1+x) =
=x34xt =
=1+X+X+X2 =
=1+x% mod (1+x+x%)
Ezek alapjan

1000101

G_|0t00111
~loo10110 |

0001011
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amely a mar jol ismert (7,4) paraméteri Hamming-kod szisztematikus generator-
matrixa.

Ciklikus Reed-Solomon-kéd

A Reed-Solomon-kédok legfontosabb gyakorlati el6allitasi mddja az alabbi
tételen alapszik:

2.20. tétel. A Reed—Solomon-kddok esetén legyen az n kédszéhossz egyenld az
ott szerepld a elem m rendjével. Ekkor a kod ciklikus, és generatorpolinomja

n—k )
9(x) = ]] (x—a'),

tovabba paritasellenérzé polinomja
n

h(X) :_ r! 1(X_ai)7
i=n—K+

tehat a nem roviditett Reed—Solomon-kaéd ciklikus.

2.21. tétel. A 2.20. tétel Reed—Solomon-kddjanak paritasellenérzé matrixa

la o? S s
1o o 201

i an—k 2=k ... .a(nfl)(nfk)

2.6. Dekodolasi algoritmus

A 2.2. szakaszban lineéris kddok tablazatos dekodolasat mutattuk be. A tablazat
sorainak szama "%, azaz a mddszer gyakorlati alkalmazhatdsagat a paritasszeg-
mens hossza és a kddabécé mérete hatarozza meg. Ha a tablazat mérete megha-
ladja a tarkapacitasunkat, nem tudjuk el6re tarolni az egyes szindréma értékek-
hez tartoz6 javithaté hibamintékat, ehelyett a hibamintét a vett sz6 szindréméajanak
meghatarozasa utan mindig Gjra kiszamitjuk. Az altalanos hibajavit6 algoritmusok
bemutatasa meghaladja ezen jegyzet kereteit, ugyanakkor médunk van arra, hogy
egyszer(ibb esetekben bemutassuk az altalanos algoritmusok alapvetd Iépéseit. Az
alabbiakban Reed-Solomon-kdd esetén egy hiba javitasanak, illetve at > 1 torlés
javitasanak algoritmusat mutatjuk be.

Egy hibat javito ciklikus Reed—Solomon-kod generatorpolinomja

g(x) = (x—a)(x— o),
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kovetkezésképp tetszbleges c(x) kodszo esetén c(a) = c(a?) = 0. A vett sz6 v =
¢ + e felbontasa polinomos alakban v(x) = c(x) + e(x). Az egy hiba javitas esetét
tekintve e(x) =ex', e € GF(q), i1 €{0,1,...,n—1}, ahol e a hiba értéke, és i a hiba
helye. A 2.21. tételbeli paritasellen6rz8-maétrix alapjan lathatjuk, hogy s = (s1,52),
si € GF(q), i = 1,2 szindroma vektor komponenseit ekvivalensen kiszamithatjuk
a kovetkez6 modon: s; = v(a), s = v(a?). Innen
s;=v(a) =c(a)+e(a) =0+e(a) =e(a) =e-a'
s; =v(a?) =c(a?) +e(a?) =0+e(a’) =e(a?) =e-a?,

ahonnan _

e-a' =g

e-0f =5,
egyenletrendszer adodik e, i ismeretlenekben. igy S2/81 = al, amibél az i hibahe-
lyet kapjuk, majd ezutdn meghatarozzuk az e = s;a~"' hibaértéket.

Torléses hiba esetén ismerjiik a hibahelyeket, de tovabbra sem ismerjik a hiba
értékeit. A dekddolasi algoritmus alapja ismét a szindrémakra vonatkozd lineéris

egyenletrendszer
s;=v(a) =e;-at4---+e -at
2

V(CX ):el.q2il_|_..._|_et.q2it

S2

st=v(a')=e;-a™ ... e -alt

ahol e(x) = ey -x1 4.4 - X', tovabbat < n—Kk.

2.14. példa. Egy GF(11) feletti g(x) = (x — 2)(x — 4) generatorpolinomu Reed-
Solomon-kod dekoderéhez érkezett vett szobdl 2 karakter torl6dott:

0.1.2.3.4.5.6.7.8.9.
(82002007?207?)

Hatarozzuk meg a torl6dott karaktereket!
u,v € GF (11) ismeretleneket bevezetve az ismeretlen értékekre, a kddszo polinom
alakban a kdvetkez6:
c(x) = ux® 4 vx’ +2x* +2x + 8.
Ac(2) =0, c(4) =0 egyenletek alapjan:

u-224v.2"42.2442.24+8=0,
u-4%+v.-474+2.4442.448=0,

GF (11) feletti egyenletrendszer adodik, amelynek megoldasa u =0, v=0.
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2.7. Kodkombinéaciok

A standard kodkonstrukciok soran kapott kédok paraméterei nem mindig illesz-
kednek kozvetlenil az adott alkalmazasban megkdvetelt értékekhez. Hatékony,
ugyanakkor egyszer(i médszerek léteznek arra, hogy valtoztassuk a kddszéhossz,
Uizenethossz, kédtavolsdg paraméterek értékét az eredeti konstrukcidhoz képest.
Az aldbbiakban ezen modszereket tekintjik at roviden.

Kdédatflizés és a csomds hibak javitasa

Adott C(n,k) kod m-szeres atflizésével egy C™ = C(mn,mk) kddot kapunk,
olyan médon, hogy a C kéd ¢, i =1,...,m m darab kédszavéat egy m x n di-
menzids matrixba rendezzilk soronként, s a C™ atflizéses kod ¢ kodszavat ezen
matrix oszlapainak sorrendben valé kiolvasasaval képezziik. Azaz a kdédszavakat
(komponens szavakat) fési médon egymasba toljuk:

c= (cé”,c((f),...,cém),cgl),cf),...,cgm),...,cr(]ljl,cr(fjl,...,cn@l) (2.8)

Linearis kodot atflizve nyilvan lineéris kddot kapunk. Az is kdnnyen lathato,
hogy ha d a C kdd kodtavolsaga, akkor a C™ atfiizéses kod tavolsaga is d marad.
Linearis C kédot tekintve legyen ¢V, i =1, ..., m sorozat egyik kédszavénak stlya
d, mig a tobbi kédszo legyen a zérus kodsz6. Altalanos esetben tekintsiik a C
kédbeli kédszavak ¢V, i=1,....m, ¢V i=1,... m két sorozatét, ahol c(-:1)
és c(®D) tavolsaga d, mig ¢ =c@) i =2, ....m. (A kés6bb bemutatott CD
példajaban m =2 ,n =28,k = 24.)

Ciklikus kédot atflizve ciklikus kddot kapunk. Legyen S az egyszeri ciklikus
jobbra léptetés operatora. Konnyen ellendrizhet6, hogy a (2.8) szerinti ¢ kddsz6 Sc
ciklikus eltoltja az Sc™, ¢ ¢@ ... c(M-1) sorozat atfiizésének felel meg, s mivel
Sc(M e C, ezért Sc € C™ is fennall.

Mint lattuk, a kodtavolsag nem valtozik atf(izés sordn, ami azt jelenti, hogy
a C™ atf(izéses kod szokasos képességei (véletlen hibak javitasa, torlésjavitas, de-
tekcids képesség) romlanak az atfiizéssel, hiszen ezen képességek m-szeres kod-
szohosszon érvényesek. Ha valaki itt arra gondolna, hogy példaul az egyes kompo-
nensszavak javitoképessége nem valtozott, s igy a teljes javitd képesség a kompo-
nensek m-szeresének tiinik, az ott hibazik, hogy t javitoképesség azt jelenti, hogy
tetsz8leges t poziciéban eshet hiba, nem pedig azt, hogy az a komponens sza-
vaknak megfelel6en keril ,,szétosztasra”. Ezen a ponton felmeril a természetes
kérdés: egyaltalan mire jo akkor az 4tf(izés? A vélasz: hibacsomdk javitasara.

A hibavektor egy | hosszlsagi szegmense hibacsomé | hosszal, ha a szegmens
els6 és utolsd karaktere nem zérus. Egy kod | hosszlsagu hibacsomét javitd, ha
minden legfeljebb | hosszisagu hibacsomé javithat6.

2.22. tétel. A C™ atfiizéses kod m -t hosszUsagu hibacsomét javito, ahol t aC kéd
Javitoképessége.
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1. kddsz6

2. kbdsz6

m. kodszd

2.2. dbra. Kodatflizés t = 2 esetén

B1zONYITAS: A (2.8) szerinti ¢ kodszdban egy legfeljebb m -t hosszusagu hi-
bacsomoénak megfelelé hibazas a komponens szavakban legfeljebb t szamu hibat
okozhat, amit azok javitani képesek. (At = 2 esetet szemlélteti a 2.2. abra.) [ |

Egy tetsz6leges linearis C(n,k) kod n,k paramétere alapjan a kod | hibacso-
méjavitod képességére az alabbi egyszeri korlat adhatd:

2.23. tétel. Egy C(n,k) linedris kod | hibacsomdjavitd képességére fennall, hogy
<%

A tételbeli korlat Reiger-korlat néven ismert. Azokat a hibacsomo javité kodo-
kat, amelyre | = U‘T*kj fennall, Reiger-optimalisnak hivjuk.

MEGJEGYZES: Egy MDS tulajdonsagu lineéris kod Reiger-optimalis.

Szorzatkod

Egy C1(n1,ky,d1) ésegy Ca(nz,ko,dy) linearis kod (komponenskadok) felhasz-
nalasaval C; x Ca(ny -na, kg - kp,d; - dy) szorzatkddot készithetiink, amelynek kdd-
szavai np x np dimenzids matrixok, ahol a métrix sorai C kddbeli, oszlopai C, kod-
beli kodszavak. Szisztematikus komponenskddok esetén a szorzatkodbeli matrix-
kodszé bal felsd k; x ky, dimenzids minorja tartalmazza az lizenetet. A matrix-
kodszavakat soronként kiolvasva kapjuk a szorzatkéd — soros — kédszavat. A
kapott C; x Ca(n1 - o, Ky - k) kod lineéris.

A matrix-kédszé képzése a kdvetkezOképp torténik. Az elsd k; oszlopot a
Ca(n2, ko) kod alapjan szisztematikus kddolassal kapjuk, kiegészitve a k, hosszu
Uizenetszegmenst n, — ky hosszU paritasszegmenssel (2.3. abra). Az els6 k, sort a
Ci(n1,kq) kod alapjan szisztematikus kddolassal kapjuk, kiegészitve a k; hosszu
Uzenetszegmenst ny — k; hossz( paritasszegmenssel. A matrix jobb als6 sarkaba
kerll a paritasok paritdsa, amit — mint azt hamarosan belatjuk — képezhetjik
akar az els6 k; oszlop, akar az elsd ky sor paritasai alapjan szisztematikus kodo-
lassal a C, illetve C; kddbeli szavakkal. A fenti médon képezett szorzatk6dot —
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- (0 0 0 0 0) -
C(E)l; C%li C'%iil Cli(i; . C%iil
Co C; L T B O |
C(()kz—l) C(lkz—l) Cl(éz:ll) Cl(éz—l) Cr(1|§2—_11)
e e . gl |

2.3. abra. A szorzat-k6dsz6 képzése

TETe?
e
NG N VA

T ]

j1 23 ja

2.4, abra. A paritasok paritasainak képzése

amelynek sorai illetve oszlopai az alapkédok kodszavai — kanonikus elrendezés(-
nek nevezziik.

A paritdsok paritasai képzésével kapcsolatos alabbi gondolatmenetiinket il-
lusztralja a 2.4. abra.

Képezzilk azt a C; x C, kodbeli kddszot, amelynek Uzenetmatrixa csak az
(i1, j1) koordinatdju helyen tartalmaz nullétél kilénbdzd elemet. Ehhez az lze-
nethez képezziik a C, illetve C; kddolas szerint a C; x C, kodbeli kddszd ii-edik
sorat és ji-edik oszlopat. A kétdimenzids paritasszegmens jobb felsé illetve bal
also részmatrixa az i;-edik sor illetve a j;-edik oszlop kivételével csak 0 elemeket
tartalmaz. Innen mar egyszer(en latszik, hogy a jobb alsé részméatrixot megkaphat-
juk, akér az (i, j1) illetve (i3, j1) elemekbdl C, kdd szerinti, akar (i1, j2), (i1, j3)
illetve (i1, j4) elemekbdl C; kod szerinti kddolassal. S miutan a C; x C;, kéd line-
aris, ezért tetsz6leges lizenetmatrix( szorzatkod kodszot a 2.4. abran is illusztralt
elem-kddszavakbdl koordinatanként vett 6sszeadassal képezhetjik.
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C, C1 C1 C,
adfvltlr kilsé belsd 1 r belsé kiilsé 1 adat
be | kodols || kddols [T CSA1OMA ) Gekddol6 [~ dekddold T ki
"""" kédols "~ dekédols

2.5. dbra. Kaszkad kadolo

Annak igazolasa, hogy a szorzatkdd kédtavolsaga a komponenskéddok tavolsa-
gainak szorzata, a minimalis nemzérus suly, azaz d; - d, stlyu kodszo el6allitasa-
val torténhet. Valasszunk ehhez egy-egy minimalis stlyd kddszét a Cy illetve C,
kédbol, amelyeket jeloljon ¢’ illetve ¢”, ekkor egy minimalis stly( matrix-kddsz6
az i-edik soraban a ¢” kodszét tartalmazza, ha ¢’ i-edik komponense 1, egyébként
a csupa zérus kodszo keriil a sorba. Az, hogy a kapott kddszd minimalis sulyq,
onnan lathat6, hogy ha nem minimalis stlyl c” kédszét helyeznénk el valamelyik
sorba, akkor tébb nemzérus oszlopot kellene elhelyezni a matrixban a C; kddszavai
kozil és viszont.

2.15. példa. Az egyik legismertebb és egyben legegyszeriibb konstrukciéja hiba-
javito kod a kétdimenzids paritaskod. Ez egy C x C szorzatkod, ahol a C kom-
ponenskdd (n,n — 1,2) paraméter(i egy paritasbittel rendelkezd, egy hibat jelz6
binaris kdd. A kapott szorzatkod kodtavolsaga 4, azaz egyszer(i paritashites konst-
rukcidval 1 hiba javitasara vagy 3 hiba jelzésére alkalmas kédot kaptunk.

Kaszkad kédok

Vegyiink egy Ci(ni,ki,di) GF(q) feletti és egy Cy(N2,Kz,Dz) GF(q)
feletti linearis kodot, amelyb6l az alabbi médon generalhatjuk a szisztematikus,
C(n1Nz, k1Ko, d) paraméter(i GF(q) feletti kaszkad kdd kddszavait. A k;K; hosszu
Uzenetet osszuk fel Ky, egyenként k; hosszu szegmensre. A C, kod egy ki hosszu
Uizenetszegmenst egy lzenetkarakternek vesz, és K, ilyen karakter alkot szamara
egy Uzenetszegmenst, amelybdl N, karakter hosszUsagu kédszot képez N, — K, pa-
ritaskarakternek az Uizenethez valé illesztésével. A C,-beli kddszo elkésziilte utan
a kddszé mindegyik koordinatajat a C, kod kddoldja Gjra ky hosszUsagu lizenetként
értelmezi, és ny — ky paritaskarakterrel kiegésziti. igy kapjuk az nyN» hossz kdd-
sz6t, ami a kaszkad kod adott ki Ko hosszu (izenethez tartozé kédszava. A kaszkad
kod kédtavolsaga d > dqD».

A C; kddot belsd, a C, kédot kiilsé kédnak is nevezik. A kdd az elnevezését
onnan kapta, hogy a kiilsé kdd koédoldjanak és a belsd kéd kddoldjanak a kaszkadba
kotése képezi a generalt kod kddolojat (2.5. abra).

A dekodolas soran el6szor a Cy kddszavakat dekddoljuk, majd értelemszer(en,
a C; kodszavai paritasszegmensének torlése utan a C, kddsz6 dekodolasat végez-
zuk el.
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A kaszkad kdédok igen alkalmasak az egyiittes csomos és véletlen hibak javita-
sara, ahol a csomds hibakat a C, kdd, a véletlen hibakat a C, kdd javitja elsésorban.
A C, kod egy karakterének tetsz6leges meghibasodasa legfeljebb ki méret(i g-aris
hibaszamnak felel meg. Ugyanakkor ritka egyedi hibak javitasa C,-beli kddszavak-
ban kénnyen elvégezhet, mig ezen egyedi hibak C,-beli karakterszint(i javitasa
»pazarlas” lenne.

Réviditett kod

Egy C(n,k) kod roviditésével egy C(n—i,k—i), 1 <i < k kodot kapunk olyan
maddon, hogy a C(n,k) szisztematikus kod kodszavai kozll csak azokat hagyjuk
meg, amelyek az elsd i karakterén zérust tartalmaz6 (zenetekhez rendeltek. Ek-
kor a C(n,k) kod i karakterrel torténd roviditésér6l beszélink. Mivel a roviditett
kad kodszavai a C(n,k) kod kddszavai is egyben, ezért a roviditett kod minimalis
tavolsaga legalabb akkora, mint az eredeti kodé volt. Praktikusan természetesen
a kodol6 és a dekodold gy van kiképezve, hogy az elsd i zérus karaktert nem is
tovabbitjuk, s a dekdder zérusnak tekinti azokat. A kédrdvidités elsédleges célja a
kodhossznak az alkalmazasbeli paraméterekhez valé igazitasa.

2.16. példa. Konstrualjunk kodszorévidités modszerével 5 bit hosszon 1 bit hiba
javitasara binaris kadot. Ehhez réviditsiik a g(x) = x® + x + 1 generatorpolinom
Hamming-kddot. A roviditett kod az alapkdd altere, amelynek szavai az eredeti
kod roviditésnek megfeleld szamu 0 bittel kezd6d6 kddszavai. Az alapkdd sziszte-
matikus generatormatrixa

1000101

0100111

0010110

0001011

amelynek alapjan a keresett alteret a

10110
G= <01o11>

matrix generalja, ahonnan a keresett kdd szavai:

(00000), (10110), (01011), (11101).

s

Paritasbittel bdvités

A paritaskarakterrel torténé kiegészités utan a C(n,k) binaris lineéris alapkod-
bol egy C(n+1,k) linearis kodot kapunk, amelynek a minimalis tavolsaga az alap-
kod d minimalis tavolsagaval azonos, ha d paros, illetve d + 1 lesz, ha d paratlan.
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A Hg paritasmatrix Hc ismereteében az alabbi alaku:

111 ---1
0
HCZ Hc (2.9)
0
0

2.17. példa. Adjuk megaC(7,4) Hamming-kod 6(8,4) paritasbittel bdvitett kod-
janak paritasmatrixat. Az x3 +x+ 1 generatorpolinomd Hamming-kdd bévitésével
a (2.9) képlet alapjan

11111111

00101110

01011100

10010110

Oy

A kapott C(8,4) kéd nyilvan nem ciklikus, példaul a (10001101) a C kédszava,
de (11000110) méar nem az. A bdvitett kod minimalis tdvolsaga 4, ezért 3 véletlen
hiba detektalasara alkalmas.

2.8. Hibajavitéas és hibajelzés hibavaldszinlisége

A binaris kommunikéacids csatorna egyik modellje az emlékezetnélkili binaris szim-
metrikus csatorna p hibazasi valoszin(iséggel (roviden emlékezetnélkiili BSC(p)).
Ekkor az egyes bitek atvitele soran fliggetleniil adédnak a meghibasodasok, to-
vabba annak az eseménynek valdsziniisége, hogy 0 (1) bit atvitele esetén hibasan
1 (0) bit jelenik meg a csatorna kimenetén, p val6szin(iségd.

A kodszavak korili dontési tartomanyok t sugar( gémbok, ezért a kdvetkez6
fels6 becslést kapjuk a hibajavitd dekddolas kddszo-hibavaldszindiségére:

t . .
Pe1-y (})ra—pr (2.10)

Ha a kod perfekt, akkor a t sugartl gdmbok hézagmentesen kitdltik az n bit hosszu
szavak terét, ezért egy t-nél nagyobb Hamming-sulyd hiba mindig téves dekddo-
lasra vezet. Igy (2.10) jobb oldali formuléja a hibaval6szin(iség pontos értékét adja.
Példaul Hamming-kdd esetén a

Pecor =1 — ((1—p)"+np(1—p)"?) (2.11)

formulat kapjuk. Tablazatos szindroma dekddolas esetén tetsz6leges kddra ugyan-
csak pontosan meg tudjuk adni a hibajavitas hibavaldszin(iségét a tekintett emlé-
kezetnélklli BSC(p) csatorna esetén. A javithatd hibavektorok halmazat jel6lje
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B, amely perfekt kdd esetén a zér6 vektor korili t sugard gémb, egyéb esetekben
ennél bévebb (lasd az alabbi példat). A hibavalészin(iség formulaja az alabbi:

Per = 3 p"9(1—p)" " (2.12)
ceB\{0}

Tekintsiik most a hibajelzés esetét. Ezesetben pontosan akkor keletkezik hiba, ha
a vett sz6 egy nemzérus kddszdéval egyezik meg, amely kilénbozik a tovabbitott
kodszotdl. Linearis kdd esetén ez az esemény ekvivalens azzal az eseménnyel,
hogy a hibavektor valamely nemzérus kddszoval egyenld. igy kapjuk egy C lineéris
hibajelz6 blokk kod és emlékezetnélkiili BSC(p) csatorna esetén az alabbi altalanos
formulat a hibajelzés hibavalo6szin(iségére:

Peger =y p"©(1—p""C. (2.13)
ceC\{0}

2.18. példa. Tekintsiik a kdvetkezd generatormatrixszal definialt kédot:
11001
G= <01110> '

A kddot emlékezetnélkiili BSC(p) csatornan hibajelzésre illetve hibajavitasra hasz-
naljuk. Adjuk meg mindkét alkalmazas esetén a hibazas valdszinliségét!

1. Hibajelzés esete:
Hibajelzés hibdja akkor kovetkezik be, ha a hibavektor pontosan egy nem-
zérus kodszénak felel meg. A (2.13) képletet alkalmazva, tekintettel hogy
a kodnak 3 nemzérus kodszava 16zil kett6 kddszd 3 sulyd, egy 4 salyd, a
kovetkez§ eredmény adddik: Pe get = 2p(1— p)2 + p*(1— p).

2. Hibajavitas esete:
A standard elrendezési tablazat az alabbi:

00000 11001 01110 10111
00001 11000 01111 10110
00010 11011 01100 10101
00100 11101 01010 10011
01000 10001 00110 11111
10000 01001 11110 00111
00011 11010 01101 10100
10001 01000 11111 00110

Ezen tablazatban minden lehetséges vett sz6 fel van sorolva, s oszloponként
lathat6 az egyes kddszavak dontési tartomanya. Az utolséd két sorban vannak
olyan szavak, amelyek azonos tavolsagban vannak tdbb kodsz6tdl is, s ezek
dontési tartomanyba helyezése dnkényes (szerencsére az adott statisztikai
csatornamodell erre érzéketlen). Ennek megfelel&en dekddolasi hiba akkor
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keletkezik, ha egy kodszé ugy hibasodik meg, hogy a vett szé6 mar kivil esik
a kadszo kordili dontési tartomanyon. Az egyes kodszavak atkiildését azonos
valoszin(iséglinek véve

Pe=1—((1—p)°>+5p(1—p)*+2p*(1—p)*).

2.9. Alkalmazasok

Teletext kod. A (7,4)-es Hamming-kodot egy pératlan paritasura kiegészitd pa-
ritasbittel kapunk egy (8,4) paraméterd, tovabbra is egy hibat javito kddot, amelyet
a Teletextben hasznalnak.

CRC. A ciklikus kédok gyakorlata a leghosszabb multtal a hibajelzés teriiletén
rendelkezik, amikor a kod binaris, a kddokat a szabvanyok generatorpolinomjuk
segitségével adjak meg és generalasuk a 2.19. tétel bizonyitasaban leirt modon,
a generatorpolinom szerinti maradékos osztassal, szisztematikusan torténik. Eze-
ket a kddokat CRC kddoknak hivjak (Cyclic Redundancy Check). A hibajelzést
legtdbbszor zajos, visszacsatolasos csatornaknal hasznaljak, amikor a vevd hiba
detektalasa esetén értesiti az addt, amely ezutan az adast ugyanazzal a koddal
vagy egy jobbal megismétli. Ezt az eljarast ARQ-nak nevezzilk (Automatic Repeat
reQuest).

A CCITT 16 paritasbitet tartalmaz6 szabvanyaban a CRC generatorpolinomja

g1 (x) = x4+ x¥2 x5+ 1.

Ezt a generatorpolinomot alkalmazzak pl. az SNC 2653 (Polinomial Generator
Checker), Intel 82586 (Local Communication Controller), Intel 8274 (Multi-Pro-
tocol Serial Controller), Signetics 2652 (Multi-Protocol Communications Circuit)
integralt aramkdordkben. A két utdbbiban még valaszthatjuk a

ga(x) = x®0 + x4 x* +1

polinomot is. Az Intel 82586-0s Ethernet chip tartalmaz egy 32 bites generatorpo-
linomot is:

03(x) = X3+ %% 4 X2 4 x22 4 x4 x12 4 x4 X104 x® 4 x4 %%+ X+ X2 X+ 1.

A 2.17. tétel értelmében ezek a polinomok akkor generatorpolinomjai cikli-
kus kédoknak, ha osztjak az x" — 1 polinomot, tehat csak bizonyos kédszéhosz-
szakra ciklikus kodok. Ugyanakkor erre nem figyelmeztetik a felhasznal6t. Ez
azért nem okoz problémat, mert tetsz6leges (izenethossz esetén azért jo kodot ka-
punk, ugyanis az vagy eleve ciklikus, vagy egy ciklikus kéd roviditése. Legyen C
egy (n,k) paraméterii szisztematikus linedris kod és k/ < k. Egy

u’ = (up, U7, ..., Up)
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Uzenethez rendeljik a k hosszu
u=(0,0,...,0,up,uy,...,Ug)
Uizenetet, ahhoz a
¢ =(0,0,...,0,up, U7, ..., Up,Cks1,Cks2,---,Cn)
kodszot és ahhoz a roviditett kodszot:
¢’ = (ug,Uq, -, Uk, Cki1,Ckr2,---,Cn)-
Az ilyen ¢’ kédszavak C’ halmazat nevezziik a C kdd roviditett kodjanak. Nyilvan
n—n=k—k

és C’ kddtavolsaga legalabb akkora, mint a C kédé.

Ez utébbi miatt elég dsszefoglalni a CRC kodok alapvetd tulajdonsagait akkor,
amikor az ciklikus kdd, azaz az n kddszéhosszra a generatorpolinom osztja x" — 1-
et.

Ezek utan legyen n az a legkisebb természetes szam, melyre g1(x) | x" — 1, és
jelolje C az (n,n —16) paraméterd, ciklikus, linearis kodot, melynek a generator-
polinomja gi (x), ekkor

1. tulajdonsag: n = 2% — 1 = 32767.
2. tulajdonsag: C jelez minden legfeljebb 3 stlyu hibat.
3. tulajdonsag: C jelez minden paratlan salyu hibat.

4. tulajdonsag: C jelez minden olyan hibat, ahol a hibahelyek maximumanak és
minimumanak a tavolsaga kisebb, mint 16. (Ez utobbit Ggy szokas mondani,
hogy a kdd jelez minden legfeljebb 16 hosszu hibacsomot.)

Kdézvetlen miholdas midsorszdras. A kdzvetlen miholdas mlisorszdras (Direct
Broadcasting Satellite, DBS) digitalizalt hangjat is hibajavito koddal védik. Igy a
D2-MAC/PACKET szabvanya szerint az egyik valtozatban a 14 bites hangminta
fels6 11 bitjét egy (16,11) paraméter(i koddal kddoljak, ami a (15,11) paramé-
ter(l Hamming-kad kiegészitése egy paratlan paritasbittel. A masik valtozatban a
10 bites hangminta felsd 6 bitjét kodoljak egy (11,6)-os kéddal. Megjegyezzik
még, hogy a csomagolt, kodolt beszédmintakat egy olyan csomagfejjel latjak el,
melyet 2 hibat javitd (71,57) ill. (94,80) paraméter(i ugynevezett BCH-kdddal
védenek, mig a legfontosabb adatokat, az Ugynevezett szolgaltatdsazonositast egy
harom hibat javito (23,12) paraméter(i Golay-koddal kodoljak. Ennek a kodnak
a kodtavolsaga 7, ezért 3 hibat tud javitani. Konnyen ellen6rizhetd, hogy a kod
paramétereire a Hamming-korlatban az egyenl@ség teljestil:

ii <2|3> - 211’
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tehat ez a kdd perfekt. Eredetileg Golay a kddot szisztematikus generatormatrixa-
val adta meg:

10000000000011011100010
01000000000001101110001
00100000000010110111000
00010000000001011011100
00001000000000101101110
00000100000000010110111
00000010000010001011011
00000001000011000101101
00000000100011100010110
00000000010001110001011
00000000001010111000101
0ooo0000O00O0O11211112111121111

Kiderilt, hogy ez a kod ciklikus is, és a generatorpolinomja
g(x) = x4 x4 x8 43+ x* x4 1.
Ugyanilyen paraméter(i kodot kapunk a
g (x) =xT x4 x x4+ x°+x+1
generatorpolinommal. Ezek val6ban 23 hossz ciklikus kodok generatorpolinom-
jai, ugyanis
(x—1)g()g’ (x) =x* - 1.

Mivel a g(x) egyutthatoi kozil 7 darab 1, ezért a minimalis suly nem lehet 7-nél
nagyobb. Megmutathatd, hogy pontosan 7:

2.24. tétel. A (23,12) paraméterli Golay-kod egy 3 hibét javito perfekt, linedris,
ciklikus kod.

Compact Disc hibavédelme. A digitalis hangrégzitésben (CD és DAT) alkalma-
zott hibavédelem Reed-Solomon-kddra épiil. A kddolasi eljaras lényegét kozeli-
t6leg a kdvetkezd modon lehet dsszefoglalni: a 44.1 kHz-cel mintavételezett és 16
bitre kvantalt mintakat két bajtban abrazoljuk, és egy matrixba irjuk be oszlopfoly-
tonosan.
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régzités iranya

X1,1 X71 X131 -+ X139,1 F11 M2 N3 ra
X12 X72 X132 -+ X1392 21 I22 I23 I24
Y11 Y71 Y131 --- Y1391 I31 I32 133 I34
Y12 Y72 Y132 ©-- Y1392 T41 Ta2 143 Va4

mintavétel iranya

X6,1 X12,1 X18,1 -~ X144,1 V21,1 1212 1213 214
X6,2 X122 X182 ** - X1442 221 222 1223 V224
Y61 Y12,1 Y181 -+ Y1441 1231 1232 1233 1234
V6,2 Y122 Y182 - Y1442 Y241 1242 1243 1244
011 012 013 --- Q124 01,25 1,26 91,27 01,28
02,1 02,2 02,3 *-- 0224 02,25 02,26 02,27 02,28
031 032 033 - 03,24 0325 03,26 03,27 03,28
U4,1 G42 043 -+ G424 04,25 Qa26 Q4,27 G428

Nevezetesen egy 24 x 24-es matrix oszlopai egymas utan kdvetkez6 6 mintavételi
id6pontban vett két minta (bal és jobb hangcsatorna) 2 x 2 = 4 bajtjat tartalmaz-
zak. Ha xj 1,Xi2 jeloli a jobb csatorna mintajat az i-edik id6pillanatban, és y; 1, Vi
a bal csatornéét, akkor a fenti dbra mutatja a mintak beirasat a tablazatba. A kapott
24 x 24-es matrix minden oszlopat kodoljuk egy (28,24) paraméter(i, GF(28) fe-
letti szisztematikus Reed—Solomon-kdddal. A j-edik oszlop paritasbajtjait jeloltik
01,j,092,j,03,j,04,j-vel. Ennek a kodnak a kodtavolsaga 5, tehat 4 hibat tud jelezni,
2 egyszer( hibat tud javitani és 4 torléses hibat tud javitani. A digitalis lemezen
el6fordul6 hibak jol modellezhet6k egy kétallapotl csatornaval. Az egyik allapo-
tot nevezzilk JO &llapotnak, melyben atlagosan 10000—-20000 bitideig tartdzkodik,
és ekkor a hibéak el6fordulasa fiiggetlen egymastol és valoszinlisége kb. 104, A
masik allapotot nevezzilkk ROSSZ allapotnak, amiben 3040 bitideig tart6zkodik,
és ekkor gyakorlatilag hasznalhatatlan a vétel. Ekkor azt mondjuk, hogy a hibazas
csomos (burst-6s). Az ilyen csatornak kddolasara talaltak ki a kodatfiizés (inter-
leaving) technikat, amikor az el6bbi matrixot sorfolytonosan olvassak ki, de el6tte
minden sort kddolnak ugyanazzal a (28,24) paraméter(i Reed—Solomon-kdddal. A
j-edik sor paritasbajtjait jeloli rj1,rj2,rj3,rj4. Ennek elnye az, hogy a fizikailag
osszefligg8, csomds hiba hatasat tobb kddszdra osztja szét.

A Sony és a Philips megegyezett a fentihez hasonlé (kicsit bonyolultabb) ké-
doléshan azért, hogy a tdmeges digitalis hanglemezgyartas elindulhasson. A ver-
seny nyitott viszont a lejatszd késziilékben, vagyis a dekodolas terén. A kiilénbdzd
dekddolasok igazibdl a kdvetkez6 egyszeri eljaras finomitasai: szamitsuk ki so-
ronként a szindrdmat! Ha a szindroma 0, akkor azzal a sorral készen vagyunk.
Ha 1 hiba volt, akkor azt kijavitjuk. Ha 2 hiba volt, akkor azt kijavitjuk, és az
oszloponkénti javitashoz ezeket a hibahelyeket megjegyezziik, azaz mesterségesen
torléses hibakat generalunk. Minden egyéb esetben az egész sort torléses hiba-
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ként regisztraljuk. Ezek utan oszloponként javitunk, ha ott legfeljebb két torléses
hiba volt (emlékeztetiink, hogy 4 torléses hibat képes a rendszer javitani). Ha a
hibak szama nagyobb, mint 2, akkor a kdrnyez8 hibatlan mintakbol interpolalunk.
Lathatd, hogy a hibajavitds nem hasznélja ki a Reed—Solomon-kéd hibajavitasi
lehetBségeit, aminek els@sorban technoldgiai okai vannak, mivel a dekodolas bo-
nyolultsaga a javitand6 hibak szamanak négyzetével aranyos, és itt igen gyorsan
kell dekddolni (a forras sebessége 2 -44100- 16 = 1.4112 Mbit/sec)

2.10. Feladatok

Linearis blokk-kddok

2.1. feladat. Egy {0,1,2} kddabécéjli GF(3) feletti lineéris kod generatormatrixa:
1021
G= <0122>
Adja meg a kédszavakat, valamint a d minimalis tavolsagot!

2.2. feladat. Egy linearis binaris kod paritasellen6rzé matrixa
H=(111111). Adja meg a kod kovetkez8 paramétereit: n,k,d, kédszavak
szama!

2.3. feladat. Egy linearis binaris blokk-kéd generatormatrixa:

10110
G= <01101>

Adja meg

a) a kdd paramétereit: n,k,d,

b) standard elrendezési tablazatat,
¢) szindréma dekodolési tablazatat,

d) a kodszd dekoddolasi hibavaloszinliséget emlékezetnélkili BSC(p) esetére!

2.4. feladat. Egy linearis binaris kod paritasellen6rzd matrixa:

11100
H = | 10010
11001

Adja meg a szindréma dekddolési tablazatot!



Kaédolastechnika - 2006 - crysys web valtozat - 6.

4. fejezet

Adattomorités

A 4. és 5. fejezetben a forraskddolasra fogunk koncentralni. Feltételezzik, hogy
a csatorna idealis, vagy masképp, a csatornakéd olyan jé, hogy a forraskédolobol
kilép6 adatsorozat pontosan megegyezik a forrasdekddoloba belépd adatsorozattal.

A forraskddolas lehet veszteségmentes és veszteséges. Veszteségmentes for-
raskodolas, vagyis az Un. adattomorités esetében megkdveteljik, hogy az eredeti
forrdsadatok pontosan helyreallithatdk legyenek. Veszteséges forraskddolas esetén
csak annyit varunk el, hogy a dekddol6 altal visszaallitott adatok valamilyen érte-
lemben eléggé kdzel legyenek az eredetihez. Az adott alkalmazastdl fiigg, hogy a
kettd kdzul melyik maddszert hasznaljuk. Példaul egy szoveg tomoritésekor azt sze-
retnénk, hogy a visszaallitott sz6veg ne tartalmazzon hibat. Egy kép tomoritésekor
viszont megelégsziink azzal, ha a visszaallitott kép latvanya az eredetihez hasonld
mindségd.

Ebben a fejezetben bevezetjik a veszteségmentes adattomorités fogalmat. En-
nek célja az, hogy egy Uzenetet, amely egy véges halmaz (forrasabécé) elemeibdl
allé véges sorozat, egy masik véges halmaz (kédabécé) elemeibél allo sorozattal
reprezentaljunk gy, hogy ez a sorozat a lehetd legrévidebb (és bel6le az lizenet
visszadllithato) legyen. A legismertebb példa erre az, amikor a kodabécé a {0,1}
halmaz, és egy Uzenetet (pl. irott szoveg, fajl) binéris sorozatok formajaban kédo-
lunk tarolas, illetve atvitel céljabdl.

Az elsd tomoritd eljaras a 19. szazad kézepén Samuel F. B. Morse (1791-1872)
altal kidolgozott Morse-kod volt. A tavirdn atkildott betliket ti-ta (révid—hosszu,
mai szohasznalattal binaris) sorozatokkal kddolta. Morse észrevette, hogy mivel
az abécé egyes betli gyakrabban fordulnak el6, mint masok, ha ezekhez révidebb
sorozatokat rendel, akkor ezzel lerdviditheti az zenetek atkiildéséhez sziikséges
id6t.

A tdmorités minGségét a tomoritési arannyal jellemezhetjiik, ami a tdmoritett
hossznak és az eredeti adatsorozat hosszanak az aranya. Mindenki szamara vilagos,
hogy a tomdritési aranynak, a tomorithet6ségnek van alsd hatara. Az adattdmori-
tés természettorvényét Claude E. Shannon (1916-2001) fedezte fel, amikor kisza-
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mitotta a tomoritési arany elvi alsd hatarat, a forrasentrdpiat, és megadott olyan
kodolasi eljarasokat, amelyek ezt az elvi alsé hatart elérik.

A kovetkezd szakaszokban megismerkediink az izenetek egy természetesen
adodé kritérium szerinti kédolasaval — az egyértelmiien dekddolhatd kodolassal
—, mely késéhb vizsgalataink kdzéppontjaban all majd. Bevezetjik a diszkrét va-
szerepet jatszik a kodolassal kapcsolatban. Az elkdvetkez6kben mindig azt tartjuk
szem el6tt, hogy az Uzenetek kdédja minél révidebb legyen, ezért a kddok altalunk
vizsgalt f6 tulajdonsaga az atlagos kodszohossz lesz. A fejezetet az univerzalis
forraskodolassal és annak gyakorlati alkalmazasaival zarjuk.

4.1. Prefix kédok

Jel6ljon X egy diszkrét valoszinliségi valtozot, amely az XX = {x1,X2,...,Xn} Véges
halmazbdl veszi értékeit. Az X-et a tovabbiakban véletlen betlinek, az X halmazt
forrasabécének, elemeit pedig betliknek nevezziik.

Y jeldljon egy s elemdi {y1,y2,...,ys} halmazt. Ezt kodabécének nevezzik. Y*
jeldlje az Y elemeibdl allé véges sorozatok halmazat. Y* elemeit kodszavaknak
nevezzik. Egy

f:X— H*

fuggvényt, amely megfeleltetést létesit a forrasdbécé és a kodszavak kozott, kod-
nak neveziink. Az X elemeibdl alkotott véges sorozatok az tizenetek vagy kozle-
mények (értékeiket az X* halmazbol veszik). Amennyiben az f kdd értékkészlete
kilénb6z6 hosszu kodszavakbol all, ugy valtozé széhosszusagu kodolasrél beszé-
link.

4.1. definici6. Az f : X — Y* kdd egyértelmiien dekddolhatdé, ha minden vé-
ges kodbetiisorozat legfeljebb egy kézlemény kddoldsaval allhat el6, azaz ha u €
X, ve X, u=ugluy...ux, V=ViVa...Vy, U#V, akkor f(ui)f(up)... f(ux) #
f(ve)f(vp)...f(vm). (Ittaz f(u)f(u') a két kédszé egymas utdn irdsat [konkate-
nacid] jelenti.)

MEGJEGYZES:

a) Az egyértelm(i dekdédolhatésag tobb, mint az invertalhatdsag. Ugyanis legyen
X ={a,b,c},4Y={0,1} és f(a) =0,f(b) =1,f(c) =01. Ekkoraz f:X —
Y* leképezés invertalhato, viszont a 01 kodszot dekddolhatjuk f(a)f(b) = 01
szerint ab-nek, vagy f(c) = 01 szerint c-nek is.

b) Az el6bbi definiciéban szereplé kddolasi eljarast, amikor egy kozlemény kod-
jat az egyes forrasbet(ikhdz rendelt kddszavak sorrendben egymas utan irasaval
kapjuk, betlinkénti kddolasnak nevezzilk. Természetesen a kodolast teljesen al-
talanosan egy g : X* — Y* fliggvénnyel is definidlhatnank, de belathat6, hogy
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110 111

4.1. abra. Egy prefix kod koédfaja

a betlinkénti kodolas és annak természetes kiterjesztése, a blokk-kddolas ele-
gend6 szdmunkra, azaz a tdmoritési arany minimuma elérhetd blokkonkénti
kodolassal.

c) Az egyértelm(i dekddolhatdsag végtelen sok eset ellendrzését igényli, ezért a
gyakorlatban hasznalhatatlan kdvetelmény.

4.2. definici6. Az f kdd prefix, ha a lehetséges kddszavak koziil egyik sem foly-
tatdsa a masiknak, vagyis barmely koédszo végébdl barmekkora szegmenst levagva
nem kapunk egy masik kédszot.

Egy prefix kdd abrazolhatd az an. kodfaval (4.1. dbra), amelynek levelei je-
lentik az Gzeneteket. A gyokértdl a levelekig vezetd éleken szerepl6 kodbetliket
Osszeolvasva kaphatok meg a kodszavak. A prefix kédok egyben egyértelmien
dekodolhatdak is, mivel egy adott kddszo karakterei a kodfa gyokerétdl indulva
egyértelm( utat jeldlnek ki egy levélig, s ez lesz a dekddolt izenet.

Az eddig bevezetett fogalmak illusztralasara nézzik a kdvetkezd példakat:

4.1. példa. X ={a,b,c}; Y=1{0,1} Akadd legyen a kdvetkez6: f(a) =0, f(b) =
10, f(c) = 11. Kénnyen ellendrizhetd, hogy a kdd prefix.

Ha az abccab Uzenetet kddoljuk, akkor a 0101111010 kodbetiisorozatot kap-
juk. A kédbdl az Uzenet visszafejtése nagyon egyszer(i a prefix tulajdonsag miatt;
tobbek kozott ez a gyors dekodolasi lehetdség teszi vonzdva a prefix kddokat.

4.2.példa. X ={a,b,c,d}; Y={0,1}; f(a) =0, f(b) =01, f(c) =011, f(d)=
0111. Jol lathatd, hogy a kéd nem prefix, de egyértelmien dekddolhatd, hiszen a 0
karakter egy Uj kddszd kezdetét jelzi.

Bebizonyithatd, hogy minden egyértelm(ien dekddolhatdé kédhoz létezik vele
ekvivalens (azonos kdédszohosszl) prefix kdd, tehat nem vesztiink semmit, ha az
egyértelm(i dekddolhatosag helyett a specialisabb, és ezért konnyebben kezelhet
prefix tulajdonsagot kdveteljik meg.



Kaédolastechnika - 2006 - crysys web valtozat - 6.

4.2. ATLAGOS KODSZOHOSSZ, ENTROPIA 155

4.2. Atlagos kddszohossz, entropia

Legyen X egy X érték{ valészin(iségi valtozo, amit kddolni akarunk. Vezessik be
a kovetkezd p: X — [0,1] fliggvényt:

p(x) = P{X =x}, xeX.

A p(x) fuggvény tehat az x forrasbet(ihdz annak val6sziniiségét rendeli.

ey

H(X) = E(~logp(X)) = ip(xmog p(x).

Gsszeggel definialjuk.

MEGJIEGYZES: A logz jelolés a z pozitiv szam kettes alapl logaritmusat jelenti.
Mivel a 4.3. definicié megkivanja, a logaritmusfiiggvénnyel kapcsolatban a kovet-
kez6 ,,szamoléasi szabalyokat” vezetjik be (a > 0,b > 0):

0 a b 0
OlogE:OIog6:O, blogaz+oo, bIogB:—oo.

(E szabalyok az adott pontban nem értelmezett fiiggvények folytonos kiterjeszté-
sei.) A definiciobol kozvetlendl latszik, hogy az entrOpia nemnegativ. Vegyuk
észre, hogy az entrépia értéke valdjaban nem fiigg az X valdszin(ségi valtozé ér-
tékeitdl, csak az eloszlasatol.

4.4. definicio. Egy f kod atlagos kédszéhosszan az

n
E[f(X)] = i; p(xi)[f(xi)]
varhato értéket értjiik.
4.3. példa. A 4.1. példa kodja esetén legyen p(a) = 0.5, p(b) =0.3,p(c) =0.2,
ekkor az entrdpia
H(X)=—0.5-10g0.5—0.3-10g0.3 —0.2-l0og0.2 ~ 1.485,
az atlagos kddszéhossz pedig
E|f(X)|=05-140.3-2+0.2-2=1.5.

Bebizonyithatd, hogy az entrépiaval alsé korlat adhat6 az atlagos kédszohosszra:

4.1. tétel. Tetszbleges egyértelmiien dekddolhaté f : X — Y* kddra

H(X)
logs

Elf(X)] > (4.1)
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Az entrépia néhany tulajdonsaga: Legyenek X és Y val6szin(iségi valtozok,
amelyek a véges X illetve Y halmazbdl veszik értékeiket.

4.2. tétel.

a) Ha az X valdszin(iségi valtozo n kiilénbéz6 értéket vehet fel pozitiv valészind-
séggel, akkor
0 <H(X)<logn,

és a bal oldalon egyenlGség akkor és csak akkor all fenn, ha X 1-val6szini-
séggel konstans, a jobb oldalon pedig akkor és csak akkor, ha X egyenletes
eloszlast, azaz p(xi) = £, i=1,....n.

b) X ésY diszkrét valésziniiségi valtozokra
H(X,Y) <H(X)+H(Y),

és az egyenldség sziikséges és elégséges feltétele X ésY fiiggetlensége. (H (X,Y)
az (X,Y) valészinlségi valtozopar egylittes eloszlasahoz rendelt entropiat je-
loli.)

c) Az X tetsz6leges g(X) fliggvényére
H(g(X)) <H(X),

és itt az egyenldség sziikséges és elégséges feltétele az, hogy g invertalhato
legyen.

4.3. Shannon—Fano-kod

Miutan lattuk, hogy egy X valo6szin(iségi valtozé egyértelmiien dekodolhaté kodja-
nak atlagos kddszohosszara a %(S) mennyiség alsé korlatot ad, most megmutatjuk,
hogy prefix kdddal ezt a korlatot jol meg lehet kdzeliteni.

A Shannon-Fano-kéd kostrukciéjahoz feltehetjiik, hogy

P(X1) > p(X2) = --- > p(Xn—1) = p(Xn) >0,

mert killénben az X elemeinek atindexelésével elérhetjik ezt. A konstrukcié tech-
nikaja miatt felhasznaljuk az yj — i—1, i =1,...,s megfeleltetést. Legyenek a w;
szamok a kovetkezdk:

i—1
wy =0, Wi:Zp(X|), i=2,...,n
=1

Kezdjuk a w; szamokat felirni s-alapi szamrendszerbeli tort alakban. A w-hez
tartozo tortet olyan pontossagig irjuk le, ahol az el8szor kiilonbozik az dsszes tobbi
Wi, i # j szam hasonl6 alakbeli felirasatol. Miutan ily médon n darab véges hosszu
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X1,X2,X3,X4,X5

0 1

[x1,%2 | [ X3,X4,%s |

110 111

4.2. dbra. A 4.4. példa Shannon—Fano-kddjanak el6allitasa

tortet kapunk, az f(x;j) legyen a wj-hez tartozo tort az egészeket reprezentalé nulla
nélkdl.

A Shannon-Fano-kddot elallithatjuk egy masik algoritmussal is. Osszuk fel
a szimbolumok val6szinliségeinek csokkend sorozatat két részre gy, hogy a so-
rozat elsd felében 1évd val6szinliségek dsszege és a sorozat masodik felében Iévd
valdszinliségek 0sszege a lehetd legkevéshé térjen el egymastol. Legyen az els6
részben 1évd szimbolumok kddszavanak elsé bitje 0, a masodik részben Iévké pe-
dig 1. Ezutan alkalmazzuk ezt az eljarast rekurzivan az elsd és a masodik részben
Iév6 szimbolumokra, s igy megkapjuk a kodszavak tovabbi bitjeit. Az algoritmus
akkor ér véget, ha mar minden részben csak egyetlen szimb6lum szerepel.

4.4.példa. Legyen n =5 és p(x1) =0.35, p(x2) =0.2, p(x3) =0.2, p(xq) =
0.15, p(xs) = 0.1 és Y = {0,1}. Keressik meg az ehhez tartozd6 Shannon—Fano-
kdédot. Hasznaljuk a masodik algoritmust. A val6szinliségek két részre osztasa utan
az els6 részben az x; és x, szimbélumok lesznek (p(x1) + p(x2) = 0.55), a méasodik
részben pedig az x3,X4 €s Xs szimbolumok (p(x3) + p(Xs) + p(xs) = 0.45). igy az
X1 s Xp szimbolumok kodszavanak elsd bitje 0, mig az x3, x4 és xs szimbolumoké
1 lesz. Az X1 és X részt kettéosztva elkésziiltiink ezek kdédszavaival: az x1-é 00,
az x,-é pedig 01 lesz. A masodik részt ismét kettéosztva az x3 egyedill marad, igy
ennek kddszava 10, az x4 és x5 kddszavat pedig egy Ujabb kettéosztas utan kapjuk:
X4 kOdszava 110, mig x5-€ 111 lesz.

Koénnyedén belathat6, hogy az igy kapott kdd prefix, mivel kodfaval abrazol-
hato.

4.3. tétel. Létezik olyan f: X — Y* prefix kéd, mégpedig a Shannon—Fano-kadd,
amelyre

E[f(X)] < %;(S)jtl.
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Blokk-kodolas

A bet(inkénti kddolasnak van egy természetes altalanositasa, a blokk-kddolas.
Ezt formalisan egy f : X™ — Y* leképezéssel definialhatjuk, ahol tehat a forrasabeé-
cé bet(iibdl alkotott rendezett m-eseket tekintjiik forrasszimb6lumoknak és ezeknek
feleltetink meg kodszavakat. A helyzet tulajdonkeppen nem valtozik a betdinkénti
kodolas esetéhez képest, hiszen egy (j X forrasabécét definialhatunk az X = X™
jeloléssel, és az eddig elmondottak mind érvényben maradnak. Az egyértelm( de-
kédolhatésag definicidja ugyanaz marad, mint a bet(inkénti kddolas esetében, az
el6bbieket szem el6tt tartva. Legyen X = (Xy,...,Xn) egy valoszin(iségi vektor-
valtozd, melynek koordinatai az X-b&l veszik értékeiket. Az entropia 4.3. defini-
cigjabdl jol latszik, hogy az csakis az eloszlastél fligg. Mivel X is csak véges sok
kilénboz6 értéket vehet fel, a 4.3. definiciét kdzvetlenil alkalmazhatjuk. Az X
entrépidja tehat a

P(X) = P(X1,---,Xm) = P{X1 =X1,...,Xm =Xm}, X1y...,Xm € X,

jel6lést bevezetve a kdvetkezd:

H(X) = - % p(x)log p(x) =

xeXxm

== 3 Y Pl Xm)l0g p(Xa, - Xin)-

X1EX  Xm€X

Az X = (Xq,...,Xm) entropigjara a H(X) jelolés mellett, ahol ez a célszer(ibb,
gyakran a H(Xy,...,Xn) jelolést fogjuk hasznalni.

A betlinkénti atlagos kddszéhossz definicidja értelemszerien modosul a blokk-
kddolas esetében: a kddszdhossz varhato értékét el kell osztani az egy blokkot al-
koto forrasbet(ik szamaval, vagyis a betiinkénti atlagos kddszéhosszon a kévetkez 6
mennyiséget értjik: . .

ZE[fO)= = Y p| )]

xexm

Ertelemszeriien a 4.1. tétel llitasa blokk-kodolas esetén is igaz:

sH(X)
logs

1
- > m
_E|(X)|

Masrészrél a 4.3. tételb6l kovetkezik, hogy a Shannon—Fano-kodra

IHX) 1
mi()_k_'

1
= <
mE|f(X)‘_ logs m

Az m blokkhossz novelésével altalaban javul az adattdomorités hatékonysaga,
azaz csokken az egy betlre juto atlagos kédszéhossz. Példaként tekintsiik az iro-
dalmi angol széveg tomoritésének probléméjat. Csak a Kis bet(iket és a legfonto-
sabb irasjeleket megtartva kaphatunk egy 32 elem(i abécét, vagyis tomorités nélkiil
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egy bet(it 5 bittel tudunk reprezentalni. Ha becsiiljik az X; eloszlasat, akkor a
H (X1)-re kortlbelul 4.03 adédik, tehat m = 1 esetén a Shannon—Fano-kddra a

4.03 < E|f(X1)| <4.03+1=503

adodik, ami még nem el6relépés a tomdritetlen 5 bithez képest. m = 2 esetén
H (X1, X2)/2 ~ 3.32, tehét

1 1
3.32 < SE[f(X1,X)| <332+ 5 =3.82,

m = 3 esetén 1
3.1 < SE[f (X0, Xo, Xs)| <343,

és m = 4 esetén 1
28 < ZE\f(xl,XZ,X3,X4)] < 3.05.

4.5. definici6. Az X informaciéforrast az X1,Xo, ... valdszin(ségi valtozék vég-
telen sorozataval modellezziik, azaz a forrds az i-edik iddpillanatban az X; je-
let bocsétja ki. Az X; valdszinliségi valtoz6k mindegyike ugyanabbdl a véges
tisztikai tulajdonsagaival jellemezziik, vagyis adottnak vessziik, ha minden véges
dimenzios eloszldsat ismerjlik.

Informacioforrasok egy tag osztalyara megmutathatd, hogy az %H (X1y-+ -5 Xm)
betinkénti entrépia monoton csokken, tehat az m novelésével az also hatar csok-
ken.

Markov-lancok

A kovetkezékben egy olyan struktarat, az un. Markov-lancot ismerjik meg,
amellyel hatékonyan leirhaték egyes redundans karaktersorozatok, és szemléltet-
het6 a blokkonkénti kddolas hatékonysaga.

Az X1, X, ... valészinlségi valtozok Markov-lancot alkotnak, ha

P{Xk = Xk | X]_ = X]_,Xz =X2,... ,Xk,1 = kal} = P{Xk = Xk | Xk,]_ = Xk,]_} (4.2)

minden k > 2-re és minden lehetséges X1,Xo,...,Xk Sorozatra. A X; értékeit a
Markov-lanc éllapotainak, az allapotok X halmazat pedig a Markov-lanc éllapot-
terének nevezzilk. Feltessziik, hogy |X| < oo, vagyis az allapottér véges. Az
X1,Xa,... Markov-lanc homogén, ha az (in. egylépéses atmenetval6szin(iségek nem
figgenek a valtozok indexét6l, vagyis

P{Xk = X2 | Xk,]_ = Xl} = P{Xz = X2 | X]_ = Xl}

minden xg,X, € X-re és minden k > 2-re.
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p(v|s)

4.3. abra. Egy fekete-fehér kép Markov-lanc modellje

Egy Markov-lanc eloszlasa az alabbi lancszabaly alapjan megadhat6 a kezdeti
eloszlas és az egylépéses atmenetvaldsziniiségek segitségével:

P{Xm :Xm,...,xl == X]_} ==
=P{Xm=Xm | Xm-1 =Xm-1,...,. X1 =Xt }---P{Xa =% | Xe =x1}P{X1 = x1} =
= P{Xm = Xm ‘ Xm_1= Xm_]_}‘ . P{Xz = X2 ‘ X1 = Xl}P{X]_ = Xl} =

_ ﬁpm [ %i-1)p(xa).

A P{Xx =Xz | Xk—1 = X1} &tmenetval6szinliségek ismeretében a Markov-mo-
dell jol hasznalhat6 sz6vegek és képek tomdritésére. Angol nyelvl szovegek entré-
pidjanak meghatarozasara els6ként Shannon végzett kisérleteket. A nyelvi redun-
danciat modellezte Markov-lancokkal. A 26 bet(is angol abécét hasznalo széve-
gek esetén masodrend{i Markov-lanc modell hasznalataval 3.1 bit/bet(i tdmoritési
aranyt ért el. Ez 2.4 bit/betl-re szorithato le, ha betlik helyett szavak szerepelnek
Iyeket is alkalmazott a statisztikai modellek helyett. A résztvevéknek a szoveg
aktualis betdijét kellett kitalalniuk a megel6z6 100 betlis kérnyezet alapjan. gy
also hatarnak 0.6 bit/bet(i, mig felsének 1.3 bit/bet(i adodott. Minél hosszabb kor-
nyezetet vizsgalunk, annal jobb a joslas eredménye, azonban a kdrnyezet hosszaval

r_

exponencialisan névekszik a lehetséges megel6z6 allapotok szama.

4.5. példa. Egy fekete-fehér kép sorait modellezzik egy {Xi} homogén Markov-
lanccal a 4.3. &bran lathatd médon. A v allapot jel6li azt, hogy az aktualis képpont
vilagos, mig az s, hogy s6tét. p(v) a vilagos, p(s) a sotét képpont kezdeti valo-
szinlisége. Az atmenetvaldsziniiségek kozul példaul p(v | s) jelenti annak az ese-
ménynek a valdsziniiségét, amikor egy sotét képpont utan egy vilagos kovetkezik.

Szamitsuk ki egy tetsz6leges Markov-lanc entrépidjat:

H(Xq,...,Xn) = — z P(X1,-..,Xm)log p(X1,...,Xm) =

X15--,Xm
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= — Z p(xl,...,xm)logﬂp(xilxi1)D(X1):

X1,..-:Xm
m
=—=> > P, Xn)logp(xi | Xi-1)
1=2X1,.--.Xm
= > P, xm)logp(xy) =
X1,..-:Xm

== i ‘Z P(Xi—1,Xi)log p(xi | Xi-1) - S p(x1)logp(x1) =

X1

—(m=1) % p(x1,x2)logp(xz | x1) — > p(x1)log p(x1) =

X1,X2 X1
= (m — 1)H (X2 | Xl) +H (Xl).
A — 3 p(xg,x2)logp(xz | x1) mennyiseget feltételes entropianak nevezzik, és
X1,X2

H (X2 | X1)-gyel jeloljik. A betlinkénti entrdpia ekkor igy alakul:

1 1 m-—1
—H(Xq1,...,Xn) = =H(X —H(Xs | X1).
m (17 ) m) m (1)+ m (2| 1)

Nagy m blokkhossz esetén az elsd tag elhanyagolhatd, ezért a betlinkénti entropia
kozelitbleg megegyezik a H (X, | X1) feltételes entropidval.

4.6. példa. Legyenek a 4.5. példa valészin(iségei a kdvetkez6ek:
p(s|s)=0.77, p(v|s)=0.23, p(s|v)=0.02, p(v|v)=0.98
Megmutathato, hogy ha
p(s) =0.08, p(v)=0.92,
akkor a Markov-lanc azonos eloszlasd. Ennek az eloszlasnak az entrépidja:
H(X;1) = —0.9210g0.92 — 0.0810g 0.08 = 0.402

Ugyanez a modellink szerint:

X2 ’ Xl z Z p X2 ’ Xl Xl Iog p(XZ ‘ Xl)

X1 X2
= —p(s|s)p(s)log p(s |s) —p(v|s)p(s)log p(v|s)
—p(s|v)p(v)log p(s | V) — p(v [ v)p(v)log p(v | v) =
= —0.77-0.08-10g0.77 — 0.23-0.08 - log 0.23
—0.02-0.92-10g0.02 —0.98-0.92 - 10g 0.98 =
=0.192

Lathatd, hogy kevesebb, mint a felére csokkent az entrdpia az atmenetvalészinlisé-
gek ismerete miatt.
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4.4. Optimalis kodok, binaris Huffman-kod

A 4.1. tétel also korlatot ad az egyértelmiien dekddolhaté kddok atlagos kddszéhosz-
széra, a 4.3. tétel pedig mutat egy olyan kdédkonstrukciot, ahol ezt a korlatot jol
megkozelithetjuk. A jo kod konstrukcidjanak problémajat persze ennél altalano-
sabban is felvethetjiik: konstrualjuk meg az optimalis, azaz legkisebb atlagos kdd-
széhosszl kodot, ha adott az X val6szin(iségi valtozé eloszlasa. El&szor is gon-
doljuk at, hogy optimalis kod val6ban létezik. Ugyan véges kddabécé esetén is
az egyértelmien dekddolhaté vagy prefix kddok halmaza végtelen, de a bizonyos
atlagos kadszohossznal (pl. %;(S) + 1) jobb kédok halmaza véges. Masodszor, ve-
gylk észre, hogy az optimalis kod nem feltétlenll egyértelmdi; egyenl6 val6szi-
nliségekhez tartozé kodszavakat felcserélhetiink, csakdgy, mint az egyenld hosszl
kodszavakat, anélkil, hogy az atlagos kddszéhosszat ezzel megvaltoztatnank.

Egy optimalis egyértelm(ien dekodolhatd kéd konstrualésat egy optimalis pre-
fix kod konstrudlasara lehet visszavezetni. Ezért a kdvetkez8kben kimondjuk az
optimalis prefix kddok néhany tulajdonsagat. A tovabbiakban az egyszer(iség ked-
véért a binaris, s = 2 esettel foglalkozunk; feltessziik, hogy Y = {0,1}. Az &ltala-

nos, s > 2 eset bonyolultabb, és a dolog Iényege igy is jol lathatd.

4.4, tétel. Ha az f: X — {0,1}* prefix kod optimalis, és X elemei (gy vannak
indexelve, hogy p(x1) = p(X2) = -+ = p(Xn-1) = P(Xn) > 0, akkor feltehetd, hogy
f-re a kbvetkezd harom tulajdonsag teljesiil:

a) [f(xa)| < [f(x2)] <+ < [F(Xn—1)] < [F(Xn)
hez kisebb kddszohosszak tartoznak.

b) |f(xa—1)| =|f(xn)|, vagyis a két legkisebb valdsziniiségl forrasbetiih6z tartozé
kodszo egyenl6 hosszu.

, vagyis nagyobb valdszin(iségek-

c) Az f(xn_1) ésaz f(x,) kodszavak csak az utolso bitben kiilénbdznek.

4.5. tétel. Tegyiik most fel, hogy a 4.4. tétel feltételei teljestilnek, és hogy a {p(x1),
P(X2),...,P(Xn—1) + P(Xn)} valdsziniségeloszldshoz ismeriink egy g optimalis bi-
néris prefix kodot. (Az %_1 €s xn forrasbetiiket Gsszevonjuk egy Xn_1 Szimbo-
lumba; p(Xn—1) = p(Xn—1) + P(Xn) ). Ekkor az eredeti {p(x1), p(X2),...,P(Xn-1),
p(xn)} eloszlés egy optimalis f prefix kédjat kapjuk, ha ag(x,—1) kédszét egy nul-
laval, illetve egy egyessel kiegészitjiik (a tobbi kodszot pedig valtozatlanul hagy-
juk).

Az el6z6 tétel alapjan mar megadhatjuk az optimalis prefix kod Huffman-féle
konstrukciojat: A két legkisebb val6szinliség 0sszevonasaval addig redukaljuk a
problémat, amig az trividlis nem lesz, vagyis amig dsszesen két valdszin(iséglink
marad. Ezt n — 2 lépésben érhetjik el. Ezutan az 6sszevonasok megforditasaval,
mindig a megfeleld kddszé kétféle kiegészitésével Ujabb n — 2 1épéshen felépit-
juk az optimalis kddot, a Huffman-kddot. Vegylk észre, hogy ez egy Un. moho
algoritmus, azaz az egyes lépésekben mindig lokalisan optimalis dontést hoz.
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l02]| [0.2] [0.35]]0.15] [0.1] l02]| [o0.2] [0.35]]0.15] [0.1]
00 01 10 110 111

4.4, abra. A 4.7. példa Huffman-kodjanak el&allitasa

A Huffman-kad prefix, ezért azt binaris faként is abrazolhatjuk. A leveleket
a forrdsszimbdélumokkal cimkézziik, az éleken pedig a kodabéce ({0,1}) elemei
szerepelnek. A cstcsokban a szimbélumok valdsziniiségei allnak. Egy forras-
szimbélumhoz tartozé kodsz6t tgy kapunk meg, hogy a fa gyokerét6l a megfeleld
levélig hizodé at élein szerepld kodbetiiket sorban dsszeolvassuk (konkatenaljuk).
A Huffman-kddolas szemléletesen Ugy torténik, hogy kiindulasként felvesszik a
forrasszimbdlumokhoz tartozo leveleket, a csticsokba a forrasszimbdlumok valé-
szinlségeit irjuk, majd lépésenként mindig a két legkisebb értéket tartalmazo cslcs
folé tesziink egy Uj cslcsot (szildt), s ebbe a két régi érték dsszegét irjuk. Az el-
jaras végén kialakul az ésszefiigg6é fa, melynek a legutolsé Iépésben megkapott
cslcsa lesz a gyokér.

INPUT: lista={az n féle szimb6lumnak megfeleld
izolalt csucsok}

FOR 1=1 to n-1
csucs=Csucsot_Felvesz()
cslcs.bal=Legkisebb_Ertékii Csucsot_Kivesz(lista)
cslcs. jobb=Legkisebb_Ertéki_Csucsot_Kivesz(lista)
csucs.valészinlség=

(csucs.bal) .valészinlség+(csucs. jobb) .valészinliség

Beilleszt(lista,csucs)

ENDFOR

RETURN Legkisebb Ertéki Csucsot_Kivesz(lista)

A kovetkez8 példaban nyomon kdvethetjiik az algoritmus egyes lépéseit.

4.7. példa. Legyen n =5 és p(x1) =0.35, p(x2) = 0.2, p(xz) =0.2, p(xq4) =
0.15, p(xs) = 0.1, és keressiik meg az ehhez tartozé6 Huffman-kodot. A 4.4. dbra
bal oldalan az egyes lépéseket az 6sszevonasokat jeldl6 nyilak melletti sorszamo-
zassal szemléltettik. A 0.4 és 0.6 valdszinliségek optimalis prefix kodja nyilvan
a 0 és az 1 (vagy forditva). Az dsszevonasok megforditasaval elvégezhetjik a
Huffman-kdd felépitését. A 4.4. dbra jobb oldalan a lefelé mutatd nyilakon feltiin-
tettilk, hogy az adott Iépésben hogyan kiilonboztettilk meg a kddszavakat a 0 vagy
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az 1 bit hozzarendelésével. Végil a binaris fa gyokerét6l indulva és a levelekig
szintenként lefelé haladva kiolvashatjuk az igy kapott kédszavakat, amelyeket a
levelek alatt is feltiintettiink. Tehat f(x1) = 10, f(xz) =00, f(x3) =01, f(x4) =
110, f(xs) = 111.

A bemenet néhany specialis eloszlasa esetén azonnal meg tudjuk adni a Huff-
man-kddot, az algoritmus tényleges lefuttatasa nélkdil is.

4.8. példa. A bemenet Un. diadikus eloszlasa esetén, vagyis amikor az egyes szim-
bolumok valészin(iségei a 2 negativ egész kitev8s hatvanyaiként irhatok fel

p(xi) =2"% acZ,

az egyes kodszavak a;j hosszlak, igy az atlagos kddszohossz

n

EJ(X)| = ip(xiﬂf(xm - ip(xi)(—log p(x) = 3 2

4.9. példa. A bemenet egyenletes eloszlasa, azaz

esetén a kddszavak hossza k vagy k— 1, ahol k = [logn]. A Huffman-algoritmus a k
hossz( kddszavak szamat a lehetd legkisebbre valasztja meg. Ezt legegyszer(ibben
Ugy kaphatjuk meg, ha kiindulunk egy k — 1 mélységi teljes binaris fabol, és ennek
néhany leveléhez tovabbi 2-2 cslcsot kapcsolunk a k-adik szinten. Egy levél ily
modon valé kettédgaztatasa eggyel noveli a levelek, s ezzel egyitt a kddszavak
szamat. Ennek eredményeként 2n — 2k darab k hosszl és 2 —n darab k — 1 hossz(
kodszot kapunk.

Mivel a Huffman-kdd optimalis, azaz a legkisebb atlagos kddszohosszl pre-
fix kod, ezért a 4.3. tétel miatt az atlagos kddszéhossza az entrépidndl legfeljebb
1 bittel nagyobb. Val6jaban ennél er8sebb allitas is igaz: a Huffman-kod atlagos
kddszohossza az entrdpidnal legfeljebb pmax + 0.086 értékkel nagyobb, ahol pmax
a leggyakoribb szimbo6lum valdsziniisége. A gyakorlatban, nagy bemeneti abécé
esetén pmax értéke kicsi, igy a Huffman-kdd atlagos kodsz6hosszanak eltérése az
entrépiatdl szintén kicsi, kiiléndsen ha az eltérést az entrépia ardnyaban nézzik.
Ugyanakkor kis abécéméret és nagyon eltérd valoszin(iségek esetén pmax, S igy
az atlagos kddszdéhossz entropiatol valé eltérése is meglehetésen nagy lehet. Ezen
részben segithetiink a blokk-kddolassal, de sajnos ez Ujabb problémék forrasa le-
het.

4.10. példa. Tegyuk fel, hogy a bemeneten kapott tomdritend6 adatsorozat karak-
terei egy haromelem( abécébdl veszik fel az értékeiket, és az egyes szimbélumok
egymastol fliggetlenil a kdvetkez6 eloszlas szerintiek:

p(x1) =095, p(xz) =0.03, p(xs)=0.02.
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Ekkor a bemenet entrdpidja 0.335 bit/szimbdélum, mig a bet(inkénti Huffman-kéd
atlagos kodszohossza 1.05 bit/szimbélum, amely az entrdpia 213%-a. Ha két-két
szimbdlum alkotta blokkra végezziik el a Huffman-kddolast, akkor 0.611 bit/szim-
bolum atlagos kdédszohosszat kapunk. Ezt folytatva egészen 8 szimbdlum méretli
blokkokig kell elmenniink ahhoz, hogy az atlagos kddszéhossz és az entropia kii-
lonbsége elfogadhatd értékre csokkenjen. Vegyilk észre, hogy ehhez 3% = 6561
elem(i abécé tartozik. Ilyen nagy méretli kddok alkalmazasa tobb szemponthol is
elénytelen. Egyrészt mar a kéd tarolasa (illetve a vev6hoz valo atkildése) is sok
helyet foglal. Masrészt sok id6t és eréforrast igényel a dekdédolas. Harmadrészt,
ha egy Kicsit is megvaltozik a szimbélumok val6szinlisége, az jelentésen ronthatja
a kod hatékonysagat.

Lathatjuk, hogy sokkal hatékonyabb, ha blokkokat kédolunk egyes szimbolu-
mok helyett. Minél nagyobb blokkméretet valasztunk, annal kisebb lesz a veszte-
ség. Ugyanakkor a Huffman-kéd nagy blokkméret esetén a gyakorlatban kevéshé
alkalmazhat6. Egyrészt a kddszo elkildése csak a teljes m hosszd blokk beolvasasa
utan lehetséges, és emiatt nagy m esetén jelent8s késleltetés keletkezhet. Masrészt
m hossz( blokkok Huffman-kddolasahoz az 6sszes lehetséges m-hosszu sorozathoz
tartozo kodszét eld kell allitanunk, ami a kdd méretének exponencialis névekedését
jelenti, és ez praktikus szempontbdl is korlatot allit m novelése elé. Olyan eljarasra
van sziikségiink, amely az egyes blokkokhoz gy rendel kédszavakat, hogy kézben
nem kell meghataroznunk az &sszes t6bbi ugyanolyan hosszi blokk kédszavat. Ezt
a kovetelményt teljesiti a 4.5. szakaszban ismertetett aritmetikai kddolas, amelyet
kifejezetten blokkonkénti kodolashoz alkalmaznak. Jellegzetessége, hogy valos
id6ben torténik a kddszé elballitasa és visszafejtése, tehat nem Iép fel jelentds kés-
leltetés, akarmilyen hossz( blokkokat is kédolunk.

4.5. Aritmetikai kodolas

Az aritmetikai kédolas a Shannon—Fano-kod természetes kiterjesztése. Alap6t-
lete, hogy a valdszin(iségeket intervallumokkal abrazolja, amihez a val6szin(iségek
pontos kiszamitasa szilkséges. Egyetlen kddszot rendel a bemeneti adathalmaz egy
blokkjahoz, vagyis blokkonkénti kéd. Egy kdédsz6 a [0,1) intervallum egy jobbrol
nyilt részintervallumanak felel meg, és megadasa annyi bittel torténik, amennyi
mar egyértelm(ien megkiilonboztethetvé teszi barmely mas részintervallumtol. A
rovidebb kddszavak hosszabb intervallumokat, vagyis nagyobb valdszindiségl be-
meneti blokkokat kddolnak. A gyakorlatban a részintervallumokat fokozatosan
finomitjuk a blokk szimbélumainak valésziniiségei szerint, és mihelyt elddl a ki-
menet egy bitje (elegendben kicsi lesz az intervallum aktudlis hossza), tovabbitjuk
azt.

Az aritmetikai kddolast idealis, azaz végtelen pontossagu lebegdpontos aritme-
tikdval mutatjuk be. A gyakorlatban természetesen csak véges pontossagu aritme-
tikak léteznek, de a madszer ezeken is implementalhato.



